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MATEMATICHE 


DI BATTAGLINI 


SUL MOTO DI UNA CORRENTE LIQUIDA 
IN UN CANALE A CIELO IN PARTE SCOPERTO 


NOTA 
DI 


< VITTORINA SEGRE (a Torino) 


(con 8 fig. nel testo) 


Il In questa Nota, seguendo il metodo introdotto dal Prof, Levi - © i- 
| vita nella Memoria: Scie e leggi di resistenza [Rendiconti del Circolo 
s Matematico di Palermo, t. XXIII; 1907| per lo studio di importanti que- 
stioni idrodinamiche, relative a moti liquidi discontinui in due dimensioni 
| e già applicato, per la risoluzione di svariati problemi dal Prof. Cisotti, 
dall Ing. Colonnetti, dal Prof. Boggio e da altri, studio il moto 


«vena liquida, venga completamente a mancare. 
E 


$ 1. Posizione del problema. 


__ Siano ©, ed © due pareti rigide indefinite, di forma qualunque, situate 
; 1 S ’ Il ue, 

in uno stesso piano e non aventi punti comuni, e la ©, sia limitata da un 

_ (5) Colonnetti, Sul moto di un liquido in un canale, [Rendiconti del Cire, mat. di Pa- 


È lermo, t. XXXII, 1911]. . 
Ms vor. Lv. i 


GIORNALE = #4 


Ufi7 


RIA 


IL} 


LA 


hO/g 









IL 


(N avida P,. Si abbia poi una vena liquida, proveniente. dall'ininito; 0A seo 


pt (Mel campo A (fig. 1) limitato dalle due pareti rigide ©, © e da una linea di 
ma (I IE) 
pelo libero ), al di là della quale stia un fluido, in quiete a pressione | 


AR 











stante. 229 | 
Per semplicità assumiamo uguale allunità la densità del liquido. 









Introduciamo poi le seguenti ipotesi : 
a) Lo spazio A occupato dal liquido (fluido incompressibile) in moto 






estende indefinitamente a monte ed a valle di è”, inoltre il moto è contin 
stazionario ed irrotazionale. fr 
b) Il campo A è semplicemente connesso e separato dalla rimanente. 


















"00 gione B di piano dal contorno © -|-)-|- 0,, formato dalle pareti rigide @ 
i ed o e dalla linea libera X che si stacca dal punto P, e si estende indefi 
tamente a valle. I Fia 

e) Le pareti rigide © ed ©, hanno (a monte) due assintoti fi a loro 


ralleli; e così pure la linea libera ) e la parete rigida ©’ a valle, hanno d 
assintoti paralleli. La linea libera X ammette ovunque tangente variabile e 


sf 


SISI cioè non possiede punti angolosi. Le pareti rigide © ed ©, o im 





, pur ammettendo generalmente tangente variabile con continuità, posso 
d. IE presentare punti angolosi, nei quali cioè la. tangente i è 
scamente di direzione, tali punti punti si suppongono però in numero fin 
7208 di più (per l ammessa continuità del moto), tali che 1 ala gloBtne sia con 
20 verso il i A + del moto. 





nella regione A. Chiamo poi ©, ed ©, le parti della parete rigida © 
Bug! dA 


a monte ed a lo di O rispettivamente, | 


particelle i. a valle; allora chiamando U, € Up le - componenti dell 












Mito Wendrico P della massa liquida, si ha, se P si IRR) ine 
ita Friente a valle : ° 




















lim = 1 
OP=og 


lim vi30 
OP=c0 









Le particelle liquide situate all’infinito a monte, hanno tutte ugual velo- 
i tà, che chiamo V_ la quale forma con la direzione positiva di Ox un angolo 
ear misurato tra x e — © positivamente nel verso antiorario a partire dall’asse 
delle x. (Nella fig. 1 l’angolo x è negativo). Si avrà quindi 


» 









lim u, = V, 0084 lim vo, = V_ Sena. 
OP===-00 Ob 




















‘è La SRO mi - Va + dl, della velocità è in tutto il campo A, 
A compresi, diversa da zero, eccezione fattà soltanto per i punti ango- 
si delle pareti rigide, nei quali la velocità deve, per 1 ammessa continuità 
3 (» 


$ 2. Equazioni fondamentali. li 


sn movimento del liquide essendo, per ipotesi, permanente irrotazionale, 
sistono due funzioni armoniche. associate 





>. ‘(8 ,y) potenziale di velocità 
Da, y) funzione di corrente, 
rite dalle equazioni ai differenziali totali : vi) 


1 IRR deg -- uda 4- vdy 


da n | db = — vda | udy 


(e) 


La) meno di una inessenziale costante additiva. Per fissare queste co- 


o=0 : DIVE nelVorigine ©. 


cin Pi Saia MERANO 0, il valore della %. 
È quando P_si allontana indefinitamente nel verso delle x crescenti, in virtù 


















pr ala Ù u tende all’unità, epperò % deve crescere 6 
è facile vedere che :. 
A 





x 


g=+ 00, 


Ponendo, al solito : 


CILMIAnO nell’unica relazione 


> 


(7) 


6) lim |S1 si; 


EZ00. E ì 


In forza delle (3), si ha poi f—=0 nel punto DA 2a 
La w è invece regolare in A, punti all’infinito compresi. ve 
In ogni punto delle linee di contorno w' ed ©, + A che 


flusso la + deve essere costante, ed avendo supposto » = 0 in O 


(9) RT ai 1) 


d a La spet 


onde » è funzione crescente di y. 








- SIRO) - ko in ogni punto di w, |) 


È facile vedere che x rappresonta anche la portata a distanza infinita a 


- valle. 
Ù. Chiamiamo p la pressione del fluido in un punto generico del campo, € p, 
P la pressione costante che regna nel campo B (in cui e’ è la quiete). Allora 


x 


siccome lungo la linea libera ) (che è in equilibrio), malgrado la discontinuità 
dà Hel moto, deve sussistere continuità nei valori della pressione, sarà : 


Le 
ca 





pi in ogni punto di \. 





Essendo poi il moto. stazionario ed irrotazionale in assenza di forze di 
ta massa, e per l’ipotesi fatta che la densità sia uguale 1, l'equazione idrodina- 


% 
di LIA 


mica di Bernoulli 







] 
Mia 0; : 


1 97 
Pace 3 V3 + cost., 
da cui si vede, che la velocità V è costante nei punti di questa linea ). E 
siecome, per le condizioni poste, V = 1 all’infinito a valle, ne viene che: 


in ogni punto di ). 


I 
n 


(11) 1 Ir 


$ 3. Cambiamento di variabile. 
5. Rappresentiamo nel piano complesso 


f=ptid, 





alori © che la funzione f(2), assume al variare di 2 nel campo A. 
MEDI vede facilmente dalle (9), (10) che la f descrive la striscia A’ compresa 
n le rette e! e rn inoltre per le (3) all’origine del piano #, corri- 


Al punto di raccordo P, della parete rigida 0, colla linea libera ) corri- 
sponderà un punto di affissa f, = 9, + ir, ; 
Ce 





Osserviamo poi che (2) si mantiene regolare nel campo A, per valor È 
di 2, e che inoltre per la (8) a || = 00 corrisponde [fo 












La relazione funzionale f = 
forme del campo A sulla striscia A”. A: 
Considerando reciprocamente 2, come funzione dell argomento f, si con 
lude che la 7, funzione regolare di 2 può quindi considerarsi: come funzi 
di 7 finita e continna nella striscia A”. 
Dalla (11), risulta che |w| = 1 su quel tratto del bordo superiore della. 
striscia in cui si ha g= ©, Nei punti angolosi si ha invece |<] = 0, menti 


in ogni altro punto del campo è |w|] = VD>0. ( 





Se perciò poniamo : 


(12) Titti 


bordi compresi, esclusi soltanto i punti corrispondenti ai punti slogioe oi | I 
pareti rigide, avvicinandosi ai quali, iv tende verso + co. È w Ni 

Per f= — co, ossia nel punto all'infinito a monte, la velocità, come già. 1 
sì è.detto, è V_. Perciò per f. = — 00) si (has 3h 


ATI 





CI ea RI 
dunque 
t o, 
(13) = dlogvoa per f= — 00. i A 


Infine, sul bordo superiore della striscia corrispondente alla linea libera, 
3 la © assume valori puramente reali, essendo in quei punti |w|=1. 








piano è venga trasformato nel diametro del semicerchio, ed i tratti corrispon- 
denti alle pareti rigide nella semicirconferenza. 
A tal uopo, facciamo un cambiamento di variabili, e poniamo anzitutto : 


(14) F=ef. 












Allora, come è facile vedere (ed è ben noto), F deserive il semipiano F 
(complesso) di ordinate positive allorquando f descrive la striscia A’ del piano 
ed i contorni dei due campi si corrispondono nel modo indicato dalla fig. 3; 


fiuto di va 


Fig. 3, — piano F. 


cioè alle rette limiti della striscia A’, corrisponde l’asse reale del piano F, e 
precisamente alla retta d —=0 corrisponde il semiasse positivo ; alla d = 7, il 
negativo, la nuova origine rappresentando il punto all’ infinito a monte del 
| moto. All’origine del piano / corrisponde il punto F = 1. 


‘sponde il punto : 


pts DETTE fra 


Trasformiamo il semipiano F in un altro semipiano Z (pure di ordinate 
bisiF, Ss esca 


 dell’asse reale del semipiano F, corrispunaano rispettivamente i punti : 


Z=-1 Z=0 Z=4+41 


dell'asse reale del nuovo semipiano Z. 


t4 Queste tre coppie di punti determinano una corrispondenza proiettiva fra 
gli assi reali dei due semipiani, e quindi F può esprimersi come funzione li- 
 neare fratta di Z, e viceversa. 

Si vede subito che 


ATA pena 
F+a 


Al punto /, = %, + ir (corrispondente del punto P, del piano 2) corri. 









OVVero : 








DIE 


1 





a ZI 


x 


Poichè F,<0 si ha a=1; inoltre la costante a è essenzialmente fin 
Sé; in SREAGGIARI a=1, allora F, Ti e il punto coro Da 















È. lonnetti. 
fo” Al punto F = 0 (corrispondente al punto all’ infinito a monte del moti 
ue; corrisponderà il punto : | Pa 


1 
1-20 





3 ni 
Z=— DIRO EI 


Poichè abbiamo già osservato essere a = 1, si può porre : 





si 
Ue ; 
€086 
È T ich dal 
ove 6, è un certo angolo compreso fra 0 e o 3 Ne segue sg 
dd I 3 f TATE 
TAO. i 
L= 77/0080. 


La linea libera X e le pareti rigide 0, , 0,, 0, ©, hanno per immagini. ; 
menti dell’asse reale del piano Z, come mostra la fig. 4. 


ia Ela A SRI. Jnir lena A CIR 
Ù Z 0 qRr i 
Fig. 4, piano Z. i È 


All'origine del piano 2 corrisponde la nuova origine del piano RA 
Effettuando ora la nuova trasformazione i 


4 OA 1 | 
(16) z=- z(: x T) E 








si passa dalla variabile complessa Z ad una nuova variabile complessa £, tale 
che, al variare di Z nel semipiano di ordinate positive, il punto corrispondente 
9 deseriverà il semicerchio di raggio 1 e di ordinate positive; ed il contorno 
li questo semicerchio corrisponderà al contorno del campo A, nel modo indi- 

















Fig. 5, —- piano £. 


Al punto f = — 50 (corrispondente al punto all’infinito a monte cui ten- 
dono le due pareti rigide 0, ed w) fa riscontro nel piano Z il punto Z,=—coss, 
. da cui poi si deduce che il punto j del piano €, corrispondente a Z,, si trova 
È su quella circonferenza ed ha l’anomalia 0, Perciò l’arco (1 ,,) rappresenta il 
È: tratto ©, di parete rigida, dal punto di raccordo P,, all’infinito a monte, mentre 
l’arco (j, — 1) corrisponde alla parete rigida o, dall’infinito a monte, alV’infi- 
nito a valle. Il punto Î = è rappresenta l’ origine delle coordinate del piano 
del moto, e quindi i tratti (j , î); (0, — 1) corrispondono alle pareti rigide , 
ed ©, Il diametro 1, —1 del semicerchio è l immagine della linea libera A 
del piano 2. ? 

— —Per mezzo delle (14), (15), (16) si passa da f a (, perciò ogni funzione di 
.f regolare nella striscia A’ si può considerare come funzione di $, regolare 
entro il semicerchio |[{|<1,nD>0. 

o In particolare godrà di tale proprietà la funzione ®, legata a w dalla re- 
lazione 


Mm ei 


i Per f=+ co si ha, per ipotesi, w—=1 ed w—=0, e siccome se f=-+00 
risulta F= co, Z=1e=— 1 così possiamo concludere che 


(17) = 0 per t=-1 


“” 





VIRA I ra 


di, 








Invece dalla (183) si trae: 


(18) wap tl0gVi per C_y. 


Inoltre la w assume valori reali sulla linea libera , perciò (0) sarà reale 
sul diametro del semicerchio, che è appunto l’immagine della linea libera. i 

In tali condizioni di cose, il ben noto principio di Schwarz, permette 3, 
di concludere che la funzione (0) è continuabile per riflessione analitica nel 
sottostante semicerchio (1, — i, — 1); per.conseguenza essa è funzione rego- 
lare in tutto il cerchio |{|< 1. 

Sulla semicirconferenza (1,é,-—1) la o(t) è finita e continua, tranne in 
quei punti che sono immagini dei punti angolosi della parete rigida; sull’altra 
semicirconferenza (1, — i, — 1) si ha il comportamento che risulta per ri- 
flessione. du 


$ 5. Elementi del moto espressi mediante £ ed (0). 


x 


Per conservare in ciò che segue, il sussidio della intuizione è opportuno 
tenere presente che, nella corrispondenza tra il semicerchio |t| <1,n= 0 del u 
piano &, ed il campo A sede del moto nel piano 2: Be, 

a) il punto 1 rappresenta il punto di raccordo della linea libera X con. i 


la parete rigida 0; 


b) Parco di circonferenza (1 ,j) rappresenta la parete rigida ©, ; 
c) il punto j rappresenta il punto all'infinito a monte del moto ; 


d) l’arco di circonferenza (j, —1) rappresenta la parete rigida w'; 
e) il punto — 1 rappresenta il punto all’infinito a valle del moto ; 
f) il diametro (— 1, + 1) rappresenta l’intera linea di pelo libero À; 
9g) il punto è rappresenta l’origine O. 





Immagine delle linee di flusso. — Una generica linea di flusso è caratteriz- 






y 

zata dall’equazione : dl 
" 

Cal 

e 

da o) Y) = k } "S 


12 


essendo la 4 funzione di corrente. L’intero sistema delle linee di flusso si ot 
tiene da essa facendovi variare la costante % tra 0 e 7, valori limiti ai quali 
debbono fare riscontro le due linee di contorno. 

Nel piano f le linee di flusso hanno quindi per immagine le parallele al- 4 
l’asse reale e contenute nella striscia A”. sd 









DA 2ik 







«da 


dove con f indico la quantità complessa coniugata di f. Cerco le immagini di 


sul piano F delle linee di flusso. La relazione che lega f ad F è: F_—=@, e 


Y 









iindi F— e’, da Gui si ricava: 


4 


pese. 
Eh 
ras 
n 





A 





nes 


(9) tal 















Ponendo pe nidalta =k la quale dice che nel semipiano F le 
linee di flusso. hanno per immagine semirette uscenti dall’origine ed inclinate 
db sulla direzione positiva dell’asse reale. 

: issando al piano Z. La (15°) dà; 


1H4-aZ 
ire Tg Ra 


Z—-Z ( 
1 i}goono TFT 3 è 
E, QC 
Questa e la (19) danno: 
| bora Do più cieca 
Z-4Z; Z-1 
DL cca LEA) ASI Z-T-1=p; ei i di 


i _ gih giù 


o=k +0, ovvero: q+0o=k+0,. 










è accettabile, dunque: 














la quale equazione rappresenta Del semipiano Z, archi di circonferenza. pas 
santi per i punti Z, e {-1; questi perni sono le immagini delle linee d 


tiene : 





S Leto) AV] RARI, 3 3 A 
À puankgi PARTI de 


a + ib 


AM ik : $ . 
—- = e, da cui si trae: 
a — di 


Questa equazione è della forma 


a + id 


a ia onde b=atangk, 
Po 


perciò ricordando che : 


c=é+ im ; 


ricavo : 


ATZIEH LA EPEATAAZIA ZA ZE AAEA 
+aenat 


inoltre esse non incontrano in altri punti la circonferenza : 


dio 


Nel caso sia 4=0 ovvero k= 7, si ha: 
1 _—-Zj=0 


eLm=1 


NE 








X 13 )( 


La prima di queste evidentemente è inaccettabile ; la seconda è 1 equa- 
zione della circonferenza corrispondente alle pareti rigide. La terza corrisponde 
alla linea libera ) del piano +. 












$ 6. Posizione corrispondente ad un generico punto & del semicerchio. 


Dalle (7) e (12) si ha: 
da —i0% df 
la quale dà l’affissa 2 di un punto P del campo A, corrispondente ad un ge- 


_nerico punto % del semicerchio. Ricordando le (14) e (15) si trae : 


i dF 1 1) di 
1) a=F=\3+ fa)! 


| ovvero introducendo la { per mezzo della (16) : 


20 2al 


se va lotanaa 


Perciò sostituendo, si ha dz espresso in funzione della variabile £, ossia: 


at 


Ufo) c 
ei; 


tac. 


a Poichè si corrispondono i punti 2 —=0 e &= è, l affissa del punto P cor- 
| rispondente ad un generico € del cerchio sarà definita dall’integrale : 


di ea) :=| ‘co ap=2 Il 7% lo DES c0 de 
Dia: e ERI 201) 


“il A Ù ni 
| che si intende preso lungo un cammino qualunque del piano & che non esca 
| però dal semicerchio. 


Posto : 


La 


(23) o=bHtdr, con 0 e c reali 


ae X ? O: 
e e Mg "QX 





Co 


si trae: 


(24) V=d, 
(25) SHARE È I — giò, 


onde apparisce che 9 è Vinclinazione della velocità sulla direzione positiva del- 
l’asse 0x; mentre ct è il logaritmo neperiano della grandezza della velocità. 

Per definire il verso in cui l’angolo 68 va contato, basta ricordare che @o=0 
per w-= 1, ossin corrispondentemente al punto all’ infinito a valle del moto, 
Per la continuità del quale, e per le ipotesi fatte, si può ammettere che 6 
nell’intero campo A varia fra -— x e x, e deve contarsi positivamente nel 
verso antiorario, partendo dalla direzione positiva dell’asse O. 

Elemento d'arco. — Se ds è l’elemento lineare del piano e, si ha ds = [de] 
e poichè de = e’ df, ne viene che : 





d 
(26) = no |af|, 


come risulta dalla (24). 


Rappresentazione delle pareti rigide w, ed è’. — Se il punto P percorre un. 
tratto di parete rigida nel piano 2, il corrispondente di affissa £ si muoverà 
sul semicerchio (1, i, — 1). 


Andando { da 1 a j, il punto < descriverà la parete rigida 0, dal punto 


P, all'infinito a monte; invece se & va da j a — 1, si ha la parete rigida @' , 


e precisamente se € va da j ad è si ha il tratto O; mentre se È percorre il 
tratto (î, — 1) si ha la parete rigida ®,, cioè il tratto di ©’ dall'origine all’in- ; 
finito a valle. 

Quindi l’integrale (22), darà un tratto qualunque delle pareti rigide se il 
cammino d’integrazione è un arco della semicirconferenza considerata; per i 
punti € della quale, si può serivere { = e, con 6 reale e variabile da 0 a 7, 
perciò risulta Z = — coso e l’espressione (21) di df assume forma reale e pre- 
cisamente : 


f 





1 a 
9 = 1 n e IRA d —_ 
Ha & (i + coso ih di-_@ cà) eh 
1 N 
={-—_—_—  ——__ seno do . 
1 + coso CO8S — C080, 











X 15 ù 
Si trova così per un punto generico della parete rigida ©': 


è*0 





ds 10 3 È seno da 
(4 Pia 1 + coso i aa 


C085 — €085, 





T 
2 


Come era prevedibile, la funzione integranda tende a diventare infinita, 
quando o tende a 0,, ovvero a 7. Separando nell’ espressione di e la parte 
reale dall’immaginaria si hanno le espressioni parametriche delle coordinate 
x, y dei punti della parete rigida ©. Per i punti della parete rigida ©, si ha 
se 2, è l’affissa del punto di raccordo P, : 


(°] 


ra | 1 1 
Ni Legni fo la gatto seno do . (GZ 0) 


14 coss CO8S — €085, 





0 


dà Anche quì, separando il reale dall’immaginario, si ottengono le equazioni 


parametriche della parete rigida ©, Le (26) e (27) forniscono l’espressione del- 
l'elemento d’arco |d@| di parete rigida 














— 1 
i dol = et. —T——_—_ —_| seno|do 
Ù oi 1-+ coss coso — coss, [do], 
1 ovvero : 
I 1 
dol = te ——_—_ ——_| sena|da|, 
ì LT 1 +4 coss €086 — 0086, 
nella quale il doppio segno + si riferisce rispettivamente ai punti della pa- 
| rete ' (in cui c>0,), 0 della parete ©, (ove 0< 0). 
Integrando, se ne deducono le lunghezze ®, 0, , 0, dei tratti di pa- 
| rete rigida. Così, la lunghezza dell’arco di parete rigida O, , compreso tra il 
Ba punto di raccordo P, ed un punto generico, è data da : 
Ù [63 7 
(28) o—=| et n DE seno do OL<I i 
| ai coso — coso, 1 coso : da 








X 16 X 


Mentre per la parete rigida ©’, si 


Si e Pe PA 


mente a monte od a valle di O, dalle: 


2 


o, = | e-® seno i 
FAZI — \14- coso 
[og 
b. 
(29) 
| o. = le-T seno i 
) AE 1 4- coso 
TT 
; 2 


= 


a ao i ie 


Led 


41 


teatro agree! 
è id faz 


AIRES 


Le 


fr 


diametro 1, — 1, la © è reale, risulta : 


i 
i 
7 
Ri 
1 
Ù 
Mi, 


(4 
Fi C 
ber at 
(29) 
14 
y_-y,=2 art 
4 (4-1) 


e 
1 





tratti di parete, compresi tra l’origine O, ed un punto generico, rispettiva- 


1 
etna do i 
COSO — C086 


Rappresentazione della linea libera \. 

Il punto di affissa 2 descrive la linea libera ), dal punto di raccordo P, 
al punto all’infinito a valle del moto, quando a € si fa percorrere il diametro 
reale, da 1 a —1; allora anche df ed © sono reali. Essendo 2, 1’ affissa del 
punto di raccordo P,, avrò dalla (22), per un generico punto 2 di À: 





avranno le lunghezze ©, ed ©, dei 








T 
5 CECI 


0 








T 
Tae: 


1 
da, 
C086 — (089, 


& 
RR) Mie di 


per & reale e compreso tra le 1 


x 


ove s’intende sostituito a df il suo valore (21); si riconosce subito, dalla (21) 
stessa, che la funzione integranda diventa infinita (di 1° ordine) per (O =—1 
Separando al solito, la parte reale dall’ immaginaria, si otterranno le espres- 
sioni parametriche delle coordinate dei singoli punti di ); 


ricordando che sul 


i —— ; . 
e'° = 080 -+- i seno ; 


[a 


al 
at | w de si 
= al 1) 1) sen 
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Ricordando che sulla linea libera A, si ha: 


PA |re] nd 
per l’elemento d’arco di si ha dalla (26): 
di = | af| ’ 


ora, mentre 2 percorre la linea ), partendo dal punto P,, la f cresce dal 
valore : 


St in 
in avanti; si può quindi scrivere : 
dk =df. 


Integrando, si avrà la lunghezza X dell’arco di linea libera da P, fino ad 
un generico punto 2, corrispondente ad un valore f: 


\=f_-f,=f_- 9, in; 
ovvero, ricordando le (14), (15), (16): 


F Z-Z «1 i dop dia 
Pi] e ch, ea $ RSEMA -.. TEEN lE SS 
I ZE si I PaC-1? 


L’espressione sotto il segno log è essenzialmente positiva, quindi l’ultimo 
membro è reale, come deve essere, per il suo significato. 


$ 7. Comportamento di w(î) nei punti angolosi. 


Siano Q, , Qi 3.3 QQ 3-3 Q, i punti angolosi delle pareti rigide, 
e precisamente siano Q,,...;Q, quelli appartenenti alla parete ©, e Q,4i, 


+++, quelli appartenenti alla parete w. Diciamo poi © l’affissa del punto 
del semicerchio (1, , — 1) immagine del punto angoloso @, e 6, la sua ano- 
malia, per modo che si abbia : 


È, da Ali 


VOL. LV. 3 


18 ) 


Per C—= 0, la funzione (0) —=0-+ it non può conservarsi finita. 

Il modo con cui essa diventa infinita non è però accessibile all’intuizione 
diretta, lo è invece l’andamento della parte reale 6, il che basta a caratterizzare 
la natura della singolarità. 

Sia 0’, l’angolo che la tangente in Q, alla parete rigida immediatamente 
a monte di Q,, presa nel senso del flusso, forma con la direzione positiva 
dell'asse x; e similmente sia 0‘, l’angolo che con la stessa direzione forma la 
tangente in Q, stesso, alla parete rigida immediatamente a valle di esso. Te- 
nendo presente che, 09 rappresenta l’angolo formato dal vettore velocità con la 
direzione positiva dell'asse x, si conclude: 


A 
lim0 = 0', per € tendente a 6, lungo larco (j , ,) 


lim) =. » D'Ce » (4+1,G) 


(ig 00) 


(30) IRENE 
lim0 = 6', per £ tendente a €, lungo l’arco (j, C,) 
lim =D » MRS » (—1,G) 


(@=p+1,p+2,...,) 


La simmetria rispetto all’asse reale implica poi una discontinuità nei 


punti Mye= 07% e te Sperciogeipuar 


Img E DET — 
lim9 = 8‘, per © tendente a C, lungo l’arco (Fil t,) 


lim0—=0"; » » dio » (+1,%) 


(@=1,2,...,) 
(30') a: 


lim0 = 0, per { tendente a ©, lungo l’arco (j , £,) 
IVI i JPrantial € YA RE a el » EB FS, > (—1,%) 


\ (=D I) 


Questo vale per tutti i punti della semicirconferenza (1,è, — 1) imma: 


gini dei punti angolosi della parete rigida, nonchè per i loro simmetrici della. 


semicirconferenza (1, —è, — 1). Ma in ogni altro punto della circonferenza, 
la 6(î) è funzione continua e dotata di derivata pure continua, (perchè in ogni 
punto non angoloso di © la curvatura sì suppone finita e continua). 

Essa è inoltre (come parte reale della ©) armonica entro il cerchio |] <1 


e simmetrica all’asse reale, cioè 0(0) = 0(0). 








Dai «dll L# 


$ 38. Integrale generale del moto. 


Sia 6, una particolare funzione, armonica entro il cerchio, simmetrica ri- 
spetto asse reale, e che soddisfi le condizioni (30) e (30°); ossia goda delle 


Stesse proprietà della funzione 9. Allora, essendo 6, funzione armonica, esiste 


la sua funzione associata, che chiamo 7,, definita a meno di una costante. 
Suppongo la costante tale che ©, si annulli nel centro del cerchio. 
Allora ponendo : 


pin 9-4 it, 


x 


facile vedere che ©, è reale sull’asse reale. 
Ciò posto, consideriamo la differenza : 


loca 


Oo_-0,—- 0. 


Questa funzione ©, si mantiene evidentemente armonica nel cerchio, finita 


e continua su tutta la circonferenza |C| = 1, compresi tutti i punti ©, ©, in 
cui si annulla. La funzione coniugata 1 sarà anch’ essa continua sulla stessa 
cireonferenza, e posto : 


Q-B+iT, 


la Q è funzione della variabile complessa 6 reale sull’asse reale, regolare entro 
il cerchio |[{|<1 al pari di © e 0,, ma avente sopra di esse il vantaggio di 
restare finita e continua anche sulla circonferenza. Ricordando poi che o=0--it, 
si conclude che : 


(31) o=o —QL. 


Dacchè mediante (î) rimangono definiti, come abbiamo visto, tutti gli 
elementi del moto, si può dire che la (31) costituisce l integrale generale della 
classe di problemi considerati. 

La funzione £ per le proprietà viste, si può rappresentare in tutto il 
cerchio per mezzo di una serie di potenze, e quindi scrivere sotto la forma : 


(00) 


(32) = ae; 


0 


Questa serie è convergente entro e sopra la solita circonferenza; e le 
costanti e, sono reali, perchè 2 è reale per £ reale; queste costanti €, non i 


1) 






is it a a» a 


20 X 


sono arbitrarie, ma sono legate da certe condizioni. Una prima condizione è 
che 8 (parte reale di 9) si annulli nei punti 


Ora essendo : i Ra, 
C, = eî9 = c080, + i seno, , i | 
1 


risulta che deve essere soddifatta la relazione : 


(00) 


(33) Da. cosno, = 0. 


0 


Si hanno così tante equazioni quanti sono i punti angolosi delle pareti 
rigide. Altre condizioni devono essere soddisfatte dalle c,, e derivano dalle 
ipotesi fatte. E precisamente, la (17), che esprime che (0) si annulla per 
{= — 1 (ossia nel punto immagine del punto all’ infinito a valle del moto, 
dove w = 1), conduce alla relazione : 


(0) BOSA) = 03 
cioè : 
(e 0) 


(34) DLva=o( 1) 


0 


E similmente la (18), che esprime che (0) è aguale ad a + i logV, , per 
© =) (cioè nel punto immagine del punto all’infinito a monte del moto), porge: 


®(j) — Ud) =a + logV. ; 


OVVEro : 


DO 


(35) Di = vj) — a — i logV,. 


0 


Queste condizioni necessarie, non sono però sufficienti. Infatti, come ha 
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osservato il Brillounin ('), la (€) deve soddisfare a condizioni tali che, la 
linea libera ) risulti convessa verso la regione occupata dal liquido in moto, 
affinchè il problema sia accettabile fisicamente oltre che matematicamente. 
Quindi tenendo presente il significato geometrico 6, si conclude che l’angolo 0 
deve crescere eontinuamente quando il punto P descrive la linea libera ., 
partendo dal punto P, sino all'infinito a valle. Poichè il punto corrispondente 
€ descrive il diametro reale dall’ estremo -- 1 all’ estremo -— 1, ne segue che 
9(î) è funzione decrescente di €, quando € si muove sul diametro reale nel modo 
detto. 
Ma se £ è reale, la © è pure reale, quindi dalla : 


o09+ it 
ne segue che: 
ala 4 
dunque : 
(36) Da 0, per € reale. 


x 


Vedremo in seguito, che se la parete rigida è concava verso la regione 
occupata dal liquido in moto, la (36) si può ritenere soddisfatta. 

Se le pareti rigide, non hanno punti angolosi, la (0) è essa stessa rego- 
lare sulla circonferenza |{]=1; perciò si può assumere addirittura oi Qged 
invece della (31) si ha semplicemente : 


(0 ©) 
(31’) (free > ChE, 
0 n 


che è l'integrale generale dei moti su parete rigida curvilinea, senza punti an- 
golosi. 
In questo caso, le costanti reali ec, sono fra loro legate dalle relazioni: 


(0°) 


iS (a 1)? oo , 


(84) i 


(o ©) 


| D oj=za—ilogV,, 


0 


(1) Brillouin, Les surfaces de glissement d’ Helmholtz et la résistence des fluides, (Ann. do 
Chim. et de Phys., 80 série, t. XXIII, 1911; p. 150). 








e poichè j"— e'"%, Vl ultima si scinde nelle due relazioni fra quantità reali : 


Tee j 
«Di 0, COsno, = — a. i | ù È 
n 
(35/) i ì 
(0.0) Di 
ds C, senno, = — logV, » i 
n n e 
\ 0 


Per fare l'ipotesi più semplice suppongo nella (31’) che 


ere 0 per n>2. 





Allora si ha: 


= _-(4 060 + 0,6) 


"Hi 
4 
i 


e per mezzo delle (34’) e (35’) si possono calcolare subito c,,c, e ec, e si ot- 
tiene così: 


logV_.(cos25, | coso,) — a senc(1 #- 2 coss,) | 
GE Tie RL LL 
ù 2 seno,(1 + c080,) ; 
3 5 
‘ 
i __ 26089, | logV, sens, 
VA 1 coso, i 
IR 
o seno, — logV (1 + c080,) i 
= —_—__t_—————— 


2 seno;(1 | c0ss,) Ò 


La precedente espressione di ©, dà luogo ad un caso particolare di moto 4 
per ogni valore di a. riti, 
Se a=0e V_ =1,‘nevsegue.che;w— 0, epperò 1000 ; 
punto del campo A; si trova così un moto traslatorio uniforme della massa 





x 


è evidentemente possibile fisicamente. Fo 


liquida; le pareti rigide e la linea libera sono entrambe rettilinee e parallele. 
Tale moto 1 


= 


D° 
$ 9. Parete rigida poligonale. a 
ci 


Supponiamo che le pareti rigide ©, , o siano spezzate poligonali; i. ver 


tici successivi della parete ©, (a partire da P, e andando a monte) siano, 


Pirri Qi 50 








e quelli della parete ©’ (andando a valle) siano : 


Qph ’ Qptr po RVSAO) Qui ; 


x 


l’ultimo lato della spezzata costituente w' è la parallela da Q,-, all asse Or. 
(Fig. 6). 





Diciamo come nel $ 7, ©, Vaffissa del punto del semicerchio, immagine di 
Q,, e poniamo : 


RS gior, 


Ricordando che, 9 rappresenta Vinclinazione del vettore velocità sull’asse 
delle #, si vede che la funzione ®©, definisce un moto su parete rigida poligo- 
nale quando, e solo quando, la sua parte reale assuma valori costanti 6, , 
00, <-.,9, sugli archi (1,6); (0; 1); .:; (Ger, — 1); in guisa che le (30) 


e (30’) possano scriversi semplicemente : 
(37) ge i Vaia n) 


per © contenuto nell’arco (dA PIG). 


Sulla semicirconferenza (1, —i, —1) si ha naturalmente il comporta. 
mento che risulta per riflessione. 

I valori 6, ,6,,...,9,-, non sono altro che gli angoli che i successivi 
lati della spezzata Q,P,,Q,Q, ; +...) QQ: formano con la direzione po- 
sitiva dell’asse Ox; è chiaro poi che 9, = 0, e che 9,pj =. 


i 


e e i ri A A Tm 


I TI, 53, 





PE N IR o II 





(24 )( 


È facile costruire una funzione ©,(0), reale sull’ asse reale, regolare entro 
il cerchio |{] = 1, e la cui parte reale verifichi le (37), e si ottiene: (*) 


n_l 


n: n) . (A TR (9) 
(38) IR 3 O, DI (0,4, — On) log(i "TY, si) ) 
4 


ove per il logaritmo si intende di considerare quel ramo uniforme e regolare . 


: : £ AO 3 n 
entro il solito cerchio, e che per îC —0 si riduce ad (2 _ 5): 


Questa funzione rientra nella (31) per ,=0 e rappresenta 1 integrale 
generale dei moti su parete poligonale. 


Se chiamiamo y, l’angolo sotto il quale dal punto € si vede l’arco (3 LOCA 
del solito cerchio, angolo contato positivamente nel verso antiorario, ed r, , 


le distanze del punto & dagli estremi {, e (, di detto arco, si riconosce facil. 
mente che : 


. ° & TE È, Ls Da Vin O de T 
logi A DE. log r, "i (1 a 5) ’ 


perciò la (38) porge: 


n= 


(39) o0=-Y (bp blog duo o) 


T 
4 


In particolare, se il punto ©, si muove sul diametro reale risulta : 


1 n—_l 
(39) Die DA (0,4 — (0, — Ya). 


T 
1 


Gli angoli 6, non sono indipendenti, ma legati da certe relazioni che si 
deducono dalle (34) e (35) per £= 0, cioè per ce, —=0. Osservando che per 
C=—1 sì ha yy =0,, si conclude, dalla (39°), che la (34) è identicamente 
verificata. 


Conviene ora nella (39) separare i termini della Y relativi a punti ango- 


(1) Cf.. Cisotti, Vene luenti [Rend. Cire. mat. di Palermo, t. XXV, 1908]. 


MAPEI I AA 





losi che cadono nell’arco (1 ,), dai termini relativi a punti angolosi che cadono 
nell'arco (j, è, — 1); Si ottiene così: 


P 


Del 
DO —doltog 7 +-+ 
h h 


41 


"I A TE i 
(397) of) =- 





ne 


n” o (Opi — b;{10y si + ia 2) i 
PHI 


Supponiamo ora che il punto £ venga a coincidere con j, ed osserviamo 
che per i punti angolosi £, [i quali cadono nel tratto (1 ,j)] si ha: 


a —A 045 ali) 


mentre invece si ha: 
Aa == 4 da (_=p4'1,...,%), 


per i punti angolosi C, [i quali cadono nel tratto (j, è, — 1)]. 
Ricordando allora la (35), si trae facilmente dalla (39): 


n_l 
1 my, 


(40) DÒ (0, — 0,,) Zog Pa; 


h 
1 





300, 


avendo indicato con m, , m', le distanze del punto j dai punti £, e Wi 

Dalla (39°) risulta che, se tutte le differenze 6,4, — 0, sono positive, cioè 
se la parete poligonale è concava verso la regione A occupata dal liquido in 
moto, allora la ©) cresce quando € decresce da +1 a —1; cioè la ©(0) 
soddisfa alla condizione (36), la quale esprime che la linea libera deve essere con- 
vessa verso il campo A. Ne segue che la larghezza della corrente va dimi- 
nuendo quando ci si allontana all'infinito verso valle, e la velocità va crescendo 
fino a raggiungere il valore limite 1. 


Il caso di una parete curvilinea concava verso la regione A, può consi- 
derarsi come caso limite di una parete poligonale concava (!), perciò la (36) 


? (1) Cfr. Boggio, Sul moto di una eorrente libera deviata da una parete rigida, Atti dell’Ace, 
delle Scienze di Torino, v. 46, 1910-11. 
YOL, LY. 4 


v 


; . 
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può ancora ritenersi soddisfatta, perchè dalla (39) passando al limite, e chia- 
mando (0), il limite di ©,(0), si deduce l’espressione di (î) sull’asse reale : 


9 1) 
o9==|(0-) 4 
0 
Similmente la (39) fornisce al limite : 
0) ra 740) 
i (0) =—- J [log Ya — 0)\ — do. 
(41) (0) 2 ]\109 az: + ivo — 0) ; do 


Questa formola ci dà, sotto forma finita, l'integrale generale dei moti su 
parete curvilinea, priva di punti angolosi; l espressione sotto forma di serie è 


data dalla (31°). 
La funzione 6, che va riguardata come fanzione arbitraria dell'argomento 
À 200 db 
o, annullantesi per 6 = 7, (oltre alla condizione >) è solo soggetta alla 
condizione che risulta sostituendo l’espressione precedente di (€) nelle (18), [per- 
chè la (17) è identicamente verificata], e che si ottiene pure dalla (40) passando 


al limite. 
La (41), sì potrebbe pure ottenere, ricorrendo a formule stabilite dal 


Prof. Boggio nella Nota « Sulle funzioni di variabile complessa in un’ area 
circolare » [Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, 1911-12, v. 47]. 


$ 10. Casi particolari di contorni poligonali. 


La parete rigida w' abbia un solo punto angoloso nell’origine, e precisa: 
mente le due pareti rettilinee ©,, ©, siano ortogonali fra loro (fig. 7), ed ®, 


sia parallela ad ©, L'origine ha per immagine nel piano © il punto &, = è, 


mia 


percio 6, — 


a 


Inoltre 6, =—;3.€ 0, 207 


Ponendo n = 2 nella (38) ottengo : 





IERI, E 
ox=39,+20,— oplog(i dr Sa) 





che si riduce a: 


(42) | ®,(0) = 5(- T| è log TE > n): 


Deve poi essere soddisfatta la (40), da cui si .trae : 


x 
O (43) Vo=lVa7r: 


4 


Poichè : 


1/7 /1— seno, , 14 seno, 
m = 2 senz(z— o) = 2A rea or PIE 


risulta ancora 


1— seno, 
43' Vasa 
adi ET + seno, 


Conosciuta così la V_, è facile conoscere l'apertura della vena liquida al- 





l’infinito a monte. Osservando che la portata all’infinito a monte deve essere 
eguale a quella all’infinito a valle, e che quest’ultima portata è uguale a 7, come 
abbiamo osservato nel $ 2, si conclude che se si indica tale apertura con £,, 
risulta : 


O V = 


4 so 


Sua i rita 


da cui: 





e _—-_. pete da FI 
, 
m 1 + seno 
IRE Ae "ell dI | RENO di 
m, 1 — seno, 
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Al variare di o, da 0 a 3, la velocità asintotica V, va decrescendo da 


1 a 0, mentre la larghezza asintotica £, del canale va aumentando da 1 ad co. 

Le equazioni parametriche della linea libera ) si ottengono dalla formola 
generale (29 bis) dove in luogo di cos e seno si pongono i valori che si ot- 
tengono dalla (42): 


C+1 | 1 
dr , ATE c 


O0SO ET Ugo 
EE +1) Y2E+1) 
Si avrà quindi: 
x 
a al | cHe 
sn pone bri ZZZ ZZZ = ———__ d 
LA, È +1) CR PA ei. (&lia ml 9) PZA) 
x 


g al Lab 
Verri È Li} n 20- al +1)/2@+1) 


Questi integrali sono calcolabili, com’è ben noto; in termini finiti, però i 
caleoli sono molto laboriosi, e conducono a risultati complicati, che non è quì 


il caso di riportare. 


Come altro caso particolare, supponiamo che ci sia un solo punto angoloso 


Q, sulla parete ®, e che la parete ®, sia rettilinea, e sia precisamente: 


ma A 20 








Si ha allora : 


i TÈ cy 
(44) Ga a e 


ove $, è l’affissa del punto corrispondente del punto angoloso @,. 
Deve poi essere soddisfatta la relazione che si ricava dalla (40), e che si 
trova essere identica alla (43), ove però wm, , m', indicano le distanze del punto 


i j dai punti &, e E. Si trova subito che : 


quindi : 


si EE 1 — cos(o, — 9,) 
1 — cos(o SE 6,) 
Per la larghezza asintotica £, del canale, a monte, si trova : 


4 


o = arto 


PEA: 1 — cos(o, — 0,) 


(-) 4 


Se o, varia da 0, a 0 la velocità asintotica V_, varia da 0 ad 1, mentre 
la larghezza asintotica £, varia da co a 7. Quando cs, raggiunge il valore 0, 
il tratto di parete P,Q, sparisce, e la velocità è costante ed uguale ad 1; si 
ritrova così il caso particolare di moto traslatorio uniforme, già accennato, 

Caleoliamo ora la lunghezza del segmento P,Q,. Basta a tal uopo applicare 
la (28), perciò occorre prima di calcolare la grandezza della velocità, cioè e. 

Se il punto £ è sopra la semicirconferenza (1,é, — 1), in guisa che 
Gase icon i0 io <0;; si;la: 


ETC; RI 3 
1—- tt, 0,40 





30 
Ricordando che w =694- it si deduce dalla (44): 


di-6 
sen 
2 


0,40” 


sen 
2 





1 
ES RI 





da cui: 








e sostituendo nella (23) otteniamo : 


26, n su 
ta] Tazi dla de) 
— ——— |seno da . 
6,0 fr — coss, 1 4+- coss 


Anche per questo caso particolare, le equazioni parametriche della linea 
libera ), si ottengono dalla formola generale (29°) dove in luogo di cosw e seno 
si pongono i valori che si ottengono dalla (44): 








(1 —.t) cos È 
: 2 
COSO IEEE 
VE—2t coso, 4-1 
1--£) sen s 
BEN ez SIE SLI 
VE—2tcoso,+1 
E sostituendo : 
Ge 6 
x at (1 — €) cos 5% 
x — a, = \ +—_ mule de 
(C4-1)° 26 — a(° + 1))/t_2t coso, +1 
41 
pi 


i; 
MA io sh pedi: 
OT ERE VOEE signi 


I} = 20 coso, Fi 


x # 


I precedenti integrali sono, notoriamente, calcolabili in termini finiti, ma 
conducono a risultati molto complicati, che si possono omettere. 


- Praia Na 
BA PIETER SII Ae I 
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ALCUNE SEMPLICI QUISTIONI 
SULLE SUPERFICIE EVOLUTE 


NOTA 


DI 


ROBERTO OCCHIPINTI (a Palermo) 


Nella presente Nota esaminerò alcune facili quistioni relative alla .corri- 
spondenza di particolari sistemi di linee sulle due falde dell’ evoluta di una 
| superficie. i 


1. Riferiamo la superficie S alle sue linee di curvatura e ricordiamo che, 
apponendo l’indice 1 agli elementi fondamentali della prima falda S, dell’evo- 
luta e l’indice 2 a quelli della seconda falda S,, si hanno le relazioni: (') 


cara aa ia OT RCLA Ti RGICLIAN 
E=b(1 r i (34) RAV! dae dv 


2 


dr) A ITA cas ail Oro: 
E,=(5%) rage) +(5%) 


4 























ato nor: VG èr 
D= — + È a —- niet 
D, VG , dv? IDbeecs:06, Daga Fr, dv 
VE è RITLIION 
ac + , Di=0 ae Pd. 
2 vr du’ D, »D, VD 1, du 


(1) V. L. Bianchi, Lezioni di Geometria differenziale, 2% edizione, Pisa, E. Spoerri, 
vol. I, pp. 275-276. 





Ciò posto esaminiamo la seguente quistione: Quando accade cke ad un 
doppio sistema ortogonale di S corrispondono, sulle due falde dell’ evoluta due 
sistemi coniugati ? 


Perchè cid accada occorre e basta che alla condizione di ortogonalità 
Edu du + Gdv èv = 0 in S, corrispondano, in S, ed in S, rispettivamente, le 
condizioni 


D,du du + D',dv dv = 0 , È Ddudu+D",dvdv=0 


di coniugio, epperò: 











ib}, Ha DS Di e (EA 
Bea -G 4 Hate 
ossia : 
Pirito ego VCR Ra 
Veri Re e ee VE 1°, du 


Queste possono scriversi così : 


QI, RODI OTAD (I SYANI 
dvn, 0 dv\r, Ò du\r, ivi DE 


ne segue subito : 


1 1 
isoli | — = costante. 
Ti US 


Dunque: Affinchè ad un sistema ortogonale di S corrispondano, nelle due 
falde dell’evoluta, due sistemi coniùgati, occorre e basta che la superficie S sia @ 
curvatura media costante. 


4 3 N 1 1 
2. Osserviamo subito che la condizione — — — = costante è necessaria 
E UE 
1 2 
e sufficiente perchè alle linee di torsione (') di S corrispondano, sopra $S, ed 
S, le linee assintotiche. — Invero l’ equazione differenziale delle linee di tor- 


sione, nel sistema coordinato delle linee di curvatura è: 
Edu® — Gdo —= 0 


(1) Queste linee sono le bisettrici delle linee di curvatura. le loro direzioni corrispondono 
al massimo ed al minimo di torsione geodetica. Altrove ho dimostrato che 1’ equazione dif- 
ferenziale di esse si ottiene eguagliando e zero l’ jacobiano della prima forma fondamentale 
e l’jacobiano delle prime due forme. (Periodico di matematica, Livorno, anno XXIX, 1914, 
pag. 1). 





x 33.) 
| mentre quella delle linee assintotiche su S, è 


D,du° + D" de =0 


D,du° + D’,de = 0, 





| quindi, per la condizione posta, deve essare : 


ta 


feti D', D, 00: DE 


D, 











E G ; E G 


iii di e be. 


(slicitt 


ne segue subito, ripetendo le considerazioni precedenti : 


| 1 
ù — — — = costante. 
È PRRRIOTE 
ST 


3. Vediamo ora quando accade che si corrispondono, sulle due falde del- 
l’evoluta, le linee caratteristiche (‘. Ailora osserveremo che il jacobiano delle 
| prime due forme, fondamentali di S, è: 





a 4? du AE a {i ERI aaa. 
ae A ie VORO OLI 





î 





e la seconda forma fondamentale è : 





SRI o Ca 
n vr, dv 3 a 


ra 
x 
LI 


eguagliando a zero l’jacobiano tra queste due forme, troviamo per equazione 
differenziale delle linee caratteristiche di $S,: 














i or or, \} Or, or or, Or, dr 

i 2 2 2 2 4 vi 4 2 £ ni pè 4 4 2 
$ Er°, Tra EG(r,—r,)}/+Gr (75) -+Er 230 do ita +4EGr°,r vo io do dudv + 
; dA or or, \} or, dr 

“9 2 4 )n@ 2 a (4 7 AIM Sl A RARO 

pi +Gr, do }5GO, v)+Gr { dI Er, FEET (a e 


(1) Queste linee costituiscono, in ogni regione ellittica di una superficie, il sistema co. 


SREVORAUNLVY: 5 
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Or Or, Or, or 
2 FA 
Gr ° Gu dr lat, — I 4pr, ($ . + Gr E 


da 


re | Or, (09, QF, 
BI" 5 O 
st Ot si 


a 





LA Ù dr E î o | 

+ Er Fetnam, - — r} + Er? (i ta 5) +. Gr Rari nina lae=o 
Dunque, affinchè questi doppi sistemi di linee si corrispondano sulle due 

falde, occorre e basta che i coefficienti dei differenziali du®, du-dv , de nelle 


" due equazioni sieno proporzionali ; un breve calcolo porta allora sio condi- | 
] zioni : at. 





or dr - èr or 
du = du dv dv 





cioè : Ne 


TY, — Ty = costante. 
Dunque : Soltanto nelle superficie W i cui raggi principali di curvatu: 
hanno una differenza costante, sì corrispondono, sulle due falde dell’ evoluta, 
linee caratteristiche. i VET 
Richiamando risultati noti (‘) puo dirsi che nelle superficie in cui rr-r,= =. 
‘costante, sì corrispondono ad un tempo le linee assintotiche, le linee cavattoristile | 
e le linee di curvatura sulle due falde dell’evoluta. i 


(1) Bianchi, l. c., pp. 284-283. 
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SULL’ ITERAZIONE DELLE FUNZIONI DI LINEE. 


NOTA 


DI 


FRANCESCO TRICOMI (a Napoli) 


Oltre alle funzioni di linee propriamente dette, considerate per la prima 
volta dal Prof. Vito Volterra nel 1887 ('), e cioè a variabili-punto il cui 
valore dipende da tutti i valori che una funzione arbitraria riceve in un dato 
intervallo (a,b), possono essere considerate, come ha fatto recentemente il 
MErof. Ernesto Pascal (€), e col vantaggio di una maggiore omogeneità, 


linee funzioni di linee e cioè Inee la cui natura in un intervallo (2 , f) dipende 


da tutti i valori che una (o anche più) funzioni arbitrarie ricevono in un in- 
tervallo (a , d). 

L'importanza di questa estensione del concetto di funzione di linee può 
vedersi, fra altro, dal fatto che nello studio dell’ iterazione in questi nuovi 
campi funzionali, al cui inizio è dedicata questa Nota, essendo neeessario che 
gli enti considerati Vuno funzione dell’altro siano dell’identica natura, è proprio 
alle linee funzioni di linee, nel caso di a =@ e B =D, che bisogna ricorrere. 

Nella presente Nota mi avvalerò generalmente, per le funzioni di linee, delle 
definizioni e notazioni fondamentali del Prof. Pascal. In luogo però delle de- 


(1) V. Volterra, Sopra le funzioni che dipendono da altre funzioni (Note I, II e III) © 
Sopra le funzioni dipendenti da linee (Note I e II) [Rend, R. Ace. dei Lincei, s. 4%, v. HI, 
2° sem., pag. 97, 141, 153, 125 e 274 (1887)]. V. pure i due volumi: V. Volterra, Le- 
gons sur les fonctions de lignes(Paris, Gauthier-Villars, 1913). V. Volterra, Legons sur les 
équations intégrales et integro-differentielles, (Idem). 

(®) E. Pascal, Sui principii della teoria delle funzioni di linee (Note I e II), Gli integrali 
Riemanuiani delle funzioni di linee, Le formule di Green e Stokes per le funzioni di linee [Rena. 
R. Acc. delle Scienze Fis. e Mat. di Napoli, s. 3%, v. XX (1914)]; Le linee funzioni di linee 


| [Giorn, di Mat, di Batt, t. 53, (1915). 


Ulice: e IPA G 
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rivate parziali della linea funzione di linea considerate da quest’ A. (che sono 
delle variabili punto), considererò delle altre derivate, non più numerl ma linee 
anch’esse, aventi come aree le derivate del Prof. Pascal. 

Lasciando per ora da parte la considerazione delle funzioni con punti 
eccezionali (*), sia [y} =f([®]) una linea funzione della linea [x], soddisfacente 





alle condizioni di Volterra, e cioè tale che ogni sua ordinata, che è fun- 


zione di [x] nel senso di Volterra, soddisfi alle condizioni sotto cui esi- 
stono le sue derivate prime e regge la formula della variazione prima (4); di- 
remo derivata prima di [y] presa nel punto &, di (a,b), la linea le cui ordinate 
sono le derivate prime prese nel punto E delle corrispondenti ordinate di [y]. Tale 


derivata la indicheremo col simbolo /')([x). Se f"&([r]),, che per É costante ed 


eguale a É è funzione soltanto di |x], soddisla pure alle condizioni di V o 1 
terra, la sua derivata presa in un punto £,, la diremo derivata seconda di 
[y] presa nei pnnti E, e &,, e la indicheremo col simbolo f tra e (12). Analoga- 


mente si definiscono le derivate terze, quarte, ... ed, in generale, la derivata 


n-esima presa nei punti È, , 6,3 +++, che indicheremo col simbolo fl£,,.. pl) 


e che risulta una funzione simmetrica dei parametri E, ,,,...,6 (©). 


In sostanza quindi le linee fanzioni di linee che noi consideriamo in que- 


sto lavoro, non sono che l'insieme di infinite funzioni di Volterra, e le. 


loro derivate formano il corrispondente insieme delle derivate di queste funzioni 


di Volterra. Da ciò risulta che tutte le principali formole stabilite dal 


Prof. Volterra per le sne fanzioni, con opportune modificazioni formali, 


reggono pure per le nostre funzioni. Per esempio, se [y]=/f([#]) è una fun-. 
zione soddisfacente alle condizioni di Volterra, dalla formula fondamentale 


di quest’ A. sulla variazione prima di una funzione di linea, si ha senz’altro 


LET Oly] =] S'((e]- dle) (È) dé, 


dove con è[y] si è indicata la parte di ordine più basso (variazione prima) della 


variazione di |y] dovuta alla variazione da] di [x], e con la scrittura è|e] (€) si 
è usata, come sarà fatto pure nel seguito, la notazione [A] (t) per indicare l’or- 
dinata di una linea [A] che corrisponde all’ascissa t. Così pure dalla formula 


di Taylor generalizzata del Volterra, si ha immediatamente che se [y]=/([x]). si 


soddisfa a certe condizioni, regge la formula di sviluppo in serie 


n 


n= r=l 


O) Altima fio 
Ù 1 a a 


(3) Cfr. p. cs.: Volterra, Zegons sur les fonctions de lignes, pg. 29. 
(4) Cfr. p. es.: Volterra, Legons sur les fonctions de lignes, pgg. 24 e 25. 
(5) È una conseguenza immediata dell’analoga proprietà delle funzioni di Volterra, 
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Pel nostro scopo odierno basterà notare ancora soltanto che, se [y] = f({x]) 
è una funzione soddisfacente alle condizioni di Volterra, sussiste la for- 


mula : 
(3) Aa] +]) — Aa) = I L'el [a] 4- [0] [2])-[e] (8) dé, 


dove [09] è una linea avente le sue ordinate comprese fra —1 e | 1, e con la 
scrittura [0] [x] s'intende denotare la linea le cui ordinate sono i prodotti delle 
corrispondenti ordinate di [0] e [x]. La (3) può essere agevolmente dimostrata 
basandosi sulla (1), ma il modo più facile per giungere all’intento è di ser- 
virsi della formula ad essa formalmente uguale che è stabilita, per le sue fun- 
zioni, dal Prof. Volterra a pag. 103 dei end. dei Lincei, 2° sem. 1837. 

Inoltre occorre stabilire la definizione di limite di una successione di li- 
nee (°), che è perfettamente analoga a quella che si dà per le successioni nu- 
meriche. Conveniamo ali’uopo di chiamare modulo di una linea [)] il massimo 
valore assoluto delle ordinate di [|], e di indicarlo col simbolo |[}]: Diremo che 
una successione di infinite linee: 


[e] ’ [2,] ’ [e,] sala [0] dama te 


è convergente e tende al limite |X|, se, dato ad arbitrio il numero positivo e, è 
sempre possibile trovare un intero = tale che per ogni n > sia 


[e DI<8 


I teoremi fondamentali sui limiti delle successioni di numeri valgono pure 
pei limiti così definiti. 


Venendo finalmente all’argomento principale del presente lavoro (?), dimo- 
streremo anzitutto un teorema sulle iverate delle funzioni di linee che gene- 
ralizza perfettamente il teorema di Schroeder del calcolo ordinario : 

TEOR. I. Se la successione di linee 


(4) eo] led = (2) led =A 2); 0 


(9) Da ora in poi sarà sempre supposto implicitamente che le linee che si considerano 
(costanti, variabili indipendenti o funzioni) siano tutte definite in uno stesso intervallo (a, b). 

(7) Che fa seguito ai due miei precedenti lavori: Un teorema sulla convergenza delle suc- 
cessioni formate dalle successive iterate di una funzione di un variabile reale. (Giorn. di Mat. di 
Batt (3), v. 54, 1916), Sull’iterazione delle funzioni di una variabile complessa (Rend. della R, 
Ace. dei Lincei, v. 25, 2° sem. 1916). 


a, ‘pia 
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C dove f è una funzione continua, per una certa |x,) è convergente, il suo limite 
È verifica Vequazione funzionale 
(5) [e] — S({e}) =0. 

Infatti sia [X] il limite della successione (4); vuol dire che, dato ad ar- 
bitrio il numero positivo e, potrà sempre trovarsi un indice n» tale da avere 
simultaneamente 

(6) : | [X] ii lea] | <8 
(7) | [X] br [0] | vi LO 
Ma, essendo Y continua, dalla (6) si deduee 
|S [X]) ga) Si G 
ossia I 
(8) SX) — [al] <0, O 
% 
avendo indicato con 6 un conveniente numero positivo che può rendersi pie- 
colo a piacere con lo scegliere e opportunamente piccolo; quindi, sommando 
la (7) con la (8), a fortiori si avrà 
[XK -ASDIZe+9, 
. x . . . . . . : 
cioè, potendo indefinitamente impiccolirsi la somma es H- 6, È 
i [X}-/AX])=0, va 
+ e ne segue il teorema. A 
di Convenendo di chiamare intorno di una linea [)] la porzione di piano com- 
i presa fra due linee [X] — [A,] e [XA] +-[A;], dove [),] e [},] sono linee ad ordi- 
Do nate tutte positive; e di dirlo in particolare simmetrico se è [X,]=[A,]; si ha 
inoltre che: or 

Tror. II. Data la funzione f([®}), soddisfacente alle condizioni di Vol 
terra, e supposto che sia b—a <1, se esiste un intorno simmetrico C di una 
linca |X| soddisfacente Vequazione [a] — f(|®]) = 0, tale che per ogni linea [x] trae- 

hi ciata iu esso si abbia 
k 


i (9) (Fallll<p, oca), fa; 0 
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per ogni |a,} interna a C, la successione 
[2] , LA =f((2}) le] =ALJ), 


è convergente ed ha per limite [X]. 
È Infatti se [x] è una qualunque linea interna a O, per la (2) si avrà 


IENE] =AD I Pad [XIH10] (K]-[])4-(Lal—[X)) © & 
ra 
cioè 


di xf Pes [XI + [0] (fa — DX})$-([e] = [X]) © dé 


_ da cui, com'è facile vedere, si deduce che 


\A2]) — SI <f[ Pd XI + (11 EEN ]-Hel =D] | 


è ng Pe I — pi 


ossia, essendo |[x] — [X]| costante rispetto a É, 


Ve) pe - || feb [xt de 


è del e — 


e quindi, essendo evidentemente [X]+-[9]([e] — [X]) interna a ©, epperò 
Pet + 0 (e]— |<, 


IE) <p] —[X]] (6 — a) 

— da cui a fortiori si ha 

| 

If([e]) — DI]<p]le]}-[X]|, 

, il che fra l’altro mostra che /([x]) è pure una linea interna a ©. 


(a . Ne segue che quando [x,] è compresa in C, anche [x,] , [4,] ; + . . sono com- 
19 ; : : ) 
| prese in quest’intorno e sono verificate le ineguaglianze 


el -R]<o]kl-]], 


| [a] ar, DX]|<p | [e] PA [XJ |, 





3 


o 
n 








da cui si ha 


(10) | [e] — DI] <p] fe] — DIL 


Mostra la (10) essendo P<1, che fissato ad arbitrio un numero positivo. 


e, può sempre trovarsi un intero y, tale che per n >y sia 
[tal [X]|<85 


eppure il limite della successione [x,] , [2,] } - +. esiste ed è big 

Questo teorema può considerarsi come la generalizzazione di un criterio 
di convergenza delle iterate di una funzioue ordinaria, dato nel 1862 da 
Léon Saucery (8). 


Come saggio delle eleganti conseguenze che da essi possono dedursi, fac- 
ciamo ora un’applicazione dei teoremi dimostrati alle equazioni differenziali di 
1° ordine. 

Jonsideriamo all’uopo la funzione f([x]) (soddisfacente alle condizioni di 
Volterra) definita dall’equazione a 


(1) Ate) = f E, [e] () du, a<i<5, 


dove F è una funzione a due variabili regolare; e costruiamo con essa la 
successione 


(12) EA) ) [2,] apri f([2}) : [0,] sii e) TA MT 


essendo [x,] una linea qualunque. 


Dico anzitutto che se, per una certa [a,), la successione (12) converge al 


limite [X], questo limite coincide con V integrale particolare che sì annulla per 


aa (*), dell'equazione di 1° ordine 


(13) VE Rag) 











bce entire a 


($) L. Sancery, De la methode des substitutions successives pour le calcul des racines des. 


équations [Nouvelles Annales de Math., s. 22, t. I, pg. 305 (1862)].—Cfr. pure F. Tricomi, 
Un teorema sulla convergenza delle successioni formate dalle successive iterate di una funone di 
una variabile reale ($ 3) [Giorn. di Mat. di Batt., v. LIV (1916)]. ' 

(*) Giova ricordare che gl’ integrali particolari di un’ equazione di prim’ ordine riseluta 
rispetto ad y’, pensati come linee, formano fascio, eioè ne passa uno per ogni punto del 
piano XY. ì Î È 


Pet A po ; 
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Infatti, pel teor. I, [X] deve soddisfare equazione (integrale) 


[e] (0) pe f i F(u, [e] (7) du. 


È che, derivata rispetto a t, diviene 


a [e] (6) 
e dt 





=F(t,[2](), 
che non è altro che la (13). Inoltre, essendo evidentemente 


S([2]) (A =0 


qualunque sia [x], sarà 


epperò pure 


D [X] (A =0. 


Ciò posto, per mezzo del teor. II, può stabilirsi un semplice criterio di 
convergenza per la successione (12): Cominceremo col calcolare la derivata di 
f({®]}) presa in un punto É; all’uopo diciamo è[x] una linea le cui ordinate 
siano tutte zero fuorchè in un intervallo (È —%R,£-+ 4), che faremo poi ten- 
dere a zero, nel quale siano positive; e sia ò[f] l'incremento che subisce 
f([®]) quando [x] si accresce di d[x]. Si ha evidentemente 


of] =0 ’ (3%). 
ASI = |}, e] 6) + Ae) (0) — (0, (o) (0) (20, >O; 


di guisa che, essendo 


1 dI] 
folle))= dim ge, 
jo , nel da] (u) du 
EH 
sì avrà 
| (Ia); fal@)b=0,. €<0, 
° 
È Eh 
fi SEI, e) (0) + te) (00) — 00; e] 0) 
15) fo(M) Malin —______—_—_—_____—, > 
J de] (7) du 
Eh 
hi Per potere eseguire l’operazione di limite che compare nella (15), osser- 
| viamo che, indicando con 0 un numero compreso fra —1 e + 1, questa for- 
i VOL. LV. 6 
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ge 





mula può scriversi 


pa 
Thi dI Fg}, [2] (4) + 8-d[e] (0)}- dle] (0) du 
i Ten 
dae (7) du 
ESA 


Se([2]) (1) = lim 


da cui, applicando il primo teorema della media all’integrale al numeratore e 


designando con é un certo punto dell’intervallo (f —%,£-+- A), si ha 


E4a 
F' 36» [®] (6) + 0-d[e] (6 Y d[x] (u) du 
Pel) 0= i O an cb 
(ate) 0 au 
E-h 
= limP” 36 3 [2] (€)  ASpI [e] (£)$, 

e cioè 

(145) Selle) =F"(6,l2()) (€>S. 


Detta T, la linea che rappresenta fra a e d 1 integrale particolare della 
(13), nullo in a; .le formule (14) ora stabilite, in forza del teor. II, permettono 
di enunciare la proprietà che: Se C è un iutorno simmetrico di T, tale che, se 
m ed M sono gli estremi dell’insieme formato dalle ordinate di tutte le linee in 
esso contenute sia verificata la condizione 


|Fol@e,;n]<Zp(0<p=Z1), ac bom=v=Mi 


dato che sia pure b — a <1, per ogni [e,) compresa in C la successione (12) è 
convergente. 
In particolare se si verifica che 


|Fo@,y)|<p,a<Sax<b, y qualunque, 


la successssione (12) è sempre convergente. 
Per esempio, se è 


A1)(0= | tte) + e sente) (an, |l<1,0<4<1, 
nel qual caso si ha 
Fa, y)= ge) + pseny , F(@e,y) = p0084, 


la serie (12), qualunque sia [x], tende alla linea che rappresenta fra 0 e 1 
l’integrale particolare, nullo nell’origine, dell'equazione 


y' = (0) +- p seny. 
R. Università di Napoli, Agosto 1916. 





PIRO «i n 


; 








NUOVO INTEGRAFO 
PER EQUAZIONI DI ABEL E DI RICCATI 


NOTA 


DEL 


Dott. PIO SCATIZZI S. JU. (a Roma) 


(con due figure nel testo) 


L’apparecchio che intendo proporre descrive graficamente l’integrale di una 
forma canonica dell'equazione, cosiddetta di A b el, cioè di 


de. SAVE By + 0y+D, 


dove A, B, C, D rappresentano delle funzioni nella sola x. L'equazione ca- 
nonica, indicata dal Dott. Aiello ('), è la seguente: 


3 
qy= (20 "a n) 
in cui 
om=/s0 dt 
(4) C. Aiello, Su di una importante applicazione dell’ Integrafo Pascal a riga curvilinea. 


(Rend. della R. Acc, di sc. fis. e mat. di Napeli (3) v. 18, 1912). v. anche il volume: P a- 
_ scal, /Z miei integrafi per equazioni differenziali, Napoli, 1914. 


È 
è 


dat 


Li api 








Re COEpa Ri Repetto n de 


I 


E A e 








X 44) 


essendo la f(é) termine noto dell’equazione : 


: 

2' 42° =f(€) ‘ 

a eui si riduce la (1) colle trasformazioni: | 
s # 

o i 

Ve 8A di 


e la i 


2 {(c- za) da 
(=— fe dx 


e ponendo poi ancora 


n= Q0)— 2. 
Il problema è stato già risolto dal Prof. Pa s c a 1 nell’Opera citata, serven- 
dosi di una riga curvilinea. Il presente lavoro risolve il problema in altro modo. 
L’apparecchio è rappresentato dalla fig. 1. 





Fig. 1 SUO 

Sopra i due lati maggiori di un rettangolo metallico ACBD scorrono rispet- 
tivamente due carrelli: il differenziale in T e l’integrale in K. Il primo porta fis- 
sato ed ortogonale al lato BD un indice TR che mediante una punta in R può — 
seguire una curva Q(x) disegnata sul foglio sottostante. S 
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Fissa lateralmente al medesimo carrello sta una riga metallica di forma pa- 
rabolica e scanalata, il cui asse Y giace lungo il lato BD e l’asse X ortogonale a 
questo passa pel perno T del carrello e quindi è mobile con esso. Ii punto T è 
anche origine delle coordinate della parabola. 

Al carrello K_ poi, e perpendicolare al suo scorrimento AO, viene fissata una 
riga rettilinea sulla quale può muoversi un terzo carrello comandato a mezzo di 
un perno, verticale in O, dalla scanalatura della riga parabolica. 

Evidentemente, movendosi il carrello T lungo BD, il carrello O si muoverà 
sulla riga KH con la legge delle ascisse rispetto alle ordinate di una parabola. 
Intorno al perno in O e raccomandato al carrello omonimo si ruoti radialmente 
una squadra TOT, con Pangolo retto in O e le due estremità terminanti a for- 


5 





Fig. 2. 


‘cella vadano a catturare rispettivamente il perno in T del carrello in T e un 
altro in T, fisso al carrello T, che scorre anche esso lungo BD. Per mezzo di 
questa squadra viene quindi a comunicarsi il movimento a quest’ultimo carrello 
che poi mediante la riga rettilinea T,K comanda il movimento del piano della 
rotellina integratrice che coincide coll’asse della suddetta riga KV. 

Se dunque tutto il rettangolo metallico, per mezzo delle ruote laterali de- 
scritte in figura si muove nel senso della freccia, mentre la punta R segue la 
Q(@), il carrello K, mediante una matita ad esso raccomandata e verticale dise- 
gnerà l’integrale della equazione: 


r=(00—n). 


Infatti sappiamo che iù un triangolo rettangolo ABCD (fig. 2) l'altezza BD 
abbassata dal vertice dell’angolo retto sull’ipotenusa, è media proporzionale fra i 


ARTIOOE I | 


ile a 1° 


N): è fr Di 


due segmenti formati su di essa, ossia: 


BD° = AD-DO; Wii: adi 
se ora si volesse : Ù 
DC —AD' 
DASLETenDe fare: 
BD — AD°.. } 


i 


Nel nostro apparecchio si verifica appunto che nel triangolo rettangolo 
TOT, la riga OH ne è Valtezza abbassata sull’ipotenusa TT,, e quindi, per cose 
note, è: ne. 


Odi THG 
onde 
(2) | TH= TH. 


Ma se la distanza AK rappresenta il valore dell’ integrale per un dato 
valore di x, e BT quello di Q(x) sarà: 


TH =}Q(0) — yj 
e per la (2) 


TH =}Q(2) — y3* 
Dal triangolo KHT, ricaviamo . 


Ay__}Q@e)— yf° 
AdS 1 


onde se si prende KH —=1 base d’integrazione e si passa al limite per AR= 0, — 
L! ue, u 
avremo : i 


y=3}Q(0) — gf. 


Per ottenere 1’ integrale di un’ equazione di Riccati, che si può ri. 








MT 







 durre ‘similmente alla forma canonica soa 
“IRA y=[Q@) — 3}, | È 
basterà fare nella fig. 2: Lita 'D 
DO=AD' i) 

BD° — AD'. do 

#0 

Nell’ integrafo si dovrà avere : ) 
hi I oH° — TH°. 508 
Li A A 17 i 

| Bisognerà cioè far uso di una riga curvilinea reppresentante 1’ equazione : i 
Trofei î 

4 avente per assi coordinati quegli stessi della parabola. 5A 


In generale per un’ equazione: 


y =30Q(0) — yf° 


bisogna far uso di una riga curvilinea del tipo :. 


Ual 
MEZZO 
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e sedie 








FORME DI SPEZZAMENTO DELLE QUARTICHE GOBBE 
. DI 1° E 2° SPECIE 


NOTA 


DELLA 


Dott. ANNA CRESPI (a Milano) (5) 


f 


Alla rappresentazione monoidale e ad altri metodi di studio algebrico delle 
curve gobbe algebriche nuoce sopratutto il non poter rappresentare tali curve, 
mediante un’ unica equazione, da cui si possano dedurre le proprietà gene- 
rali e le caratteristiche delle singole curve. Il Brill si propose appunto di 
raggiungere questo scopo ed in due Note, pubblicate rispettivamente nel 
1901 e nel 1907 (?), sviluppò un nuovo metodo di rappresentazione di quelle 
curve mediante un’unica equazione, metodo che l’ Autore stesso nel 1908 ap- 
plieò allo studio della cubica gobba e delle sue forme di spezzamento (5). 

In questa Nota, valendomi, con qualche modificazione, del procedimento 
indicato dal Brill, ho stabilito completamente le forme di spazzamento delle 


(1) Estratto della dissertazione di laurea presentata alla Facoltà di Scienze della R. Uni- 
versità di Pavia nel giugno 1913. Nelle ricerche che formano l’oggetto di questa Nota mi fu 
di guida il Chiar.mo Prof. Luigi Berzolari, al quale esprimo pertanto i più vivi rin- 
graziamenti. 

(2) Ueber die Darstellung algebraischer Raumkurven durch cine Gleichung, Nachrichten von 
der Konigl. Gesell. d. Wis. zu Gòttingen, 1901, pp. 156-168; Ueber Algebraische Raumkurven, 
Math. Ann. t. 64 (1907), pag. 289-324 

(3) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 25, pp. 188-192. — Osservo che 
in tale studio del Brill fu tralasciata la forma di spezzamento che si determina quando 
si forma sulla cubica gobba un punto multiplo effettivo che assorbe una corda, cioè lo spez- 
zamento in 3 rette uscenti da un medesimo punto e non giacenti nello stesso piano. 








quartiche gobbe di 1° e 2* specie (già il Brill, in un esempio della seconda 
Nota, aveva iniziato lo studio della quartica di 1° specie, determinando le con- 
dizioni per una sola forma di spezzamento); ed in una appendice ho trattato 
di alcuni spezzamenti delle curve segnate sopra una quadrica, in particolare 


di quelle di dato ordine e genere massimo. 


INTRODUZIONE 


Farò anzitutto breve cenno del metodo pel Brill, riassumendone i più 


importanti risultati. 

Nelle coordinate omogenee x, y, #, t una curva gobba di ordine n, irridu- 
cibile o no, si può rappresentare mediante l'equazione seguente, omogenea in 
w, 2, t (di grado n) ed in %, ., Lt (di grado m): 


Q_=a,w" + (tp Ada pp)” 4 (An 4oX+ Dy 49M Chio) 02] et 
+ (a, | db, A DI + ed 





Sa) 0 ? 


n=kH4m ; w= a+ by; 


) e p. sono costanti indeterminate, ed i coefficienti @,,@,41, +3 Dit1) Date 30; 
Cx42 3 Cx433 - «+ SONO forme binarie, in 2 e #, di grado eguale all’ indice. 
Tale equazione rappresenta un sistema di coni passanti per la curva e 
PO ì : x w CGI 
aventi il vertice (ai coordinate < =t= 0, mr" ia è. variabile sullo spigolo 
2=t=0 (spigolo principale, che viene incontrato dalla curva in X punti). 
Condizione necessaria e sufficiente affinchè la curva si spezzi in curve par- 
ziali degli ordini m',m'',...è che sì spezzi in fattori razionali interi, omo- 
genei di grado m',m",... in w, ), L ed in vw, 2, t. i 
Poichè l’ equazione 2 = 0 deve risultare identicamente soddisfatta, per 
qualsiasi valore di \X e p, dalle coordinate dei punti della curva, i coefficienti 


 dell’espressione £, ordinata ad es. rispetto a \°; X"-{W, X"-?p? } .., uguagliati 


("ed 


riti nnt 


a zero, rappresentano le equazioni di (m + 1) superficie di ordine » passanti 
per la curva. i 

Queste equazioni sono le condizioni a cui devono soddisfare i coefficienti 
di una forma del tipo £ affinchè tale forma, uguagliata a zero, possa essere 


l'equazione di una curva algebrica dello spazio. 
VOL. LV, 4 {; 


RE i ii ie e i e alan 
id 


À 
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Dallo studio di queste condizioni si deduce anzitutto che a determinare 


la curva sono sufficienti le prime due fra tali equazioni di superficie; cioè, 
come nella nota rappresentazione monoidale, l’equazione del cono di vertice in 


esta == 1) 
A, dA 4 CALA 4g EA a + 04-20 (che indicheremo con A—0) 


e quella del monoide, pure di vertice in a =2e=t=0: 


(ma, dA M1 dpi An Tn) YA-data HD 40 AAA a LHDS0, 
che indicheremo con : 
A'(@)-y4 B=0, 


ove A'(x) è la derivata di A rispetto ad @, e si pone: 


B = di, 0! + base 0? LDL... A dba L4 dae 


Le forme A e B non sono però fra loro indipendenti, perchè i coefficienti 
a e b della x che figurano in esse devono essere tali che i coefficienti O, di 
di £, che mediante le forme A e B si ottengono, siano pure forme in 2 e t di. 
grado eguale all’indice. 
Ponendo le condizioni seguenti (facilmente verificabili nei casi generali) 
per la forma A: 
1.° la forma A non possegga alcun fattore doppio, nè alcun fattore che 
contiene solo 2 e t (il vertice del cono di equazione A = 0 allora è posto fuori 
della curva); 
2.° la curva proiezione di equazione A = 0, posta sul piano y= 0, abbia 
soltanto punti multipli con tangenti distinte ed in particolare a, non sia formato 
che da fattori lineari distinti ; 
3.° le tangenti a tale curva che sì possono condurre dal punto y=a=t=0, 
a toccare altrove, non passino per altri punti multipli e non abbiano uei punti di 
contatto incontro più che bipunto (4), 
si trovano le seguenti condizioni per la forma B: 
1.° in ciascuno dei punti multipli secondo è (i > 1) della curva A = 0, la 
curva di equazione B = 0 (pure posta sul piano y= 0) ha un punto multiplo 
secondo (i — 1); 
2.° in tutti i punti della curva A =0, dove A'(x) si annulla semplice- 
mente, sì annulla anche B ; 





(4) A: quest’ultima condizione il Brill non accenna in alcun punto, ma essa è necessaria 
per l’ipotesi, fatta in seguito, che nei punti di contatto di tali tangenti la curva di equazione, 
A'(x) = 0 abbia sempre un punto semplice, : 





3.° se eventualmente a, ed a,4, avessero un fattore comune, questo deve 
essere fattore anche di b,4,. e 
Per indicare il modo di soddisfare praticamente a queste condizioni (in un 
caso che si può render. generale con opportuna trasformazione di coordinate) 
il Brill premette uno studio sul discriminante di 9, considerato come equa- 
zione in w; tale discriminante si può mettere sotto la forma : 


Do = Ke, t):[L(e,t;X,W)}F, 


ove i fattori K_ el L (forme razionali delle variabili poste fra parentesi) hanno 
un importante significato geometrico; per una posizione generica del tetraedro 
delle coordinate si ha che : 

1.° per ogni punto multiplo secondo i (effettivo) della curva piana A= 0 (proie- 
zione della curva dello spazio dal vertice a = e =t=0 sul piano y = 0) sì ha in K 
un fattore corrispondente, lineare in 2 e t, multiplo secondo ili — 1), e ad ogni 
tangente multipla secondo i della curva corrisponde in K un fattore multiplo pure 
secondo È; 

2.° ad ogni piano passante per lo spigolo a —=t=0, che contiene una 
corda della curva gobba, uscente da un punto sa = — > dello spigolo princi- 
pale, multipla secondo i, od in generale che contiene i corde uscenti da quel punto, 


i SÒ l 2 
corrisponde, per quel valore di —, un fattore lineare in 2 e t che si stacca da 
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L pure multiplo secondo i (°); 

3.° se la curva è piana, I non contiene 2 e t ed è la potenza di una forma 
lineare in ) e p.; se la curva sghemha è composta di parti tutte piane, ancora L 
non conterrà 2 e t, mu sarà formato dalle potenze di più fattori distinti lineari 
in i e pw; se la curva sghemba si spezza comprendendo una parte piana, da L 
si stacca in corrispondenza la potenza di un fattore lineare in \ e w e indipen- 
dente da 2 e t. 

Ponendo in Dg: 

\=1l ) u=0, 


* 


si ottiene D,; indicando con A una forma in < e t (di grado è) staccata da D, 
e che si annulli coll’ordine di infinitesimo (è — 1) in ogni punto (ad eccezione 
del punto 2: =#—=0) della curva A =0 multiplo secondo è (i > 1), il Brill 
dimostra che la forma : i 


8= Babi da ca Bate Ae nio DIAL + Basi 04 + ba ’ 


(°) Osserviamo che il grado di L in 2 e t non può aumentare, cioè che un punto mul- 
tiplo effettivo della proiezione piana non potrà mai divenire apparente e che ogni nuovo punta 
multiplo che si formerà in proiezione sarà effettivo, 





dr È 


fasi ICT TA. 


e ee nt n LR 








fornita dall’identità di Noether : 


Ag=MA + NA/2), 


iù a inatie canti 


può senz’altro assumersi come forma B dell'equazione del monoide quando sono | 
verificate le condizioni seguenti 3 
1.° la curva A =0 ha-soltanto punti doppii (eccettuato il punto a =t=0 
multiplo secondo k); 
2.° a, ed as, non hanno alcun fattore comune ; 
3.° il numero dei punti doppii di A è >k— 2, cioé è di >k—-2 (0). ! 
Se è è >Kk-- 2, ma le altre due condizioni non sono entrambe soddi- 
sfatte, dal sistema delle forme $ si potrà separare quello delle forme B per 
mezzo delle condizioni precedentemente trovate per quest’ ultima forma; se è 
ò0<k— 2 bisognerà costruire direttamente il sistema delle forme B. 
Dall’ identità di Noether : 


Ag = MA + NA'(0) 


si deduce che 1’ equazione del monoide (quando si possa assumere 8 come 
forma B e quando l’equazione del monoide venga considerata insieme a quella 


del cono. A — 0), si può mettere tanto nella forma y = — quanto nel- 


8 
A (@) 
N s MERLI. 
l’altra y== — —; partendo da quest’ultima e tenendo conto delle condizioni 


A 


che legano equazione del monoide a quella del cono A = 0 il Brill è giunto 
ad assegnare ad N la forma seguente: 


N'='Ppoate fa la Pseiata + n o pina ha + Past + Pat, 


ove le p sono forme in 2 e t, del grado dell’ indice, per ora indeterminate, e 
ove s’intenda (ricavando le espressioni seguenti da A =f,): 


X dis cl | 
04 = (A7A cp + Ax +1 CAMENTE + IA + Uni == pu (dn -;41 Dini DE pt" e An) 


x 


Dalla forma di N si deduce, mediante l’identità di Noether: 


i-h42 
Ag = DI Posti Papi + Do DA + Pop A', >) 


i-n—1 


(5) Osserviamo che la 1* condizione è verificata proiettando da un punto generico dello 
spazio una curva gobba senza punti multipli, o con soli punti doppi all’infuori dello spigolo 
z=t=0 convenientemente scelto ; la 2* e 3% condizione sono senz’altro verificate se è X—=0, 
mentre per % > 0 vanno separatamente considerate, 
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ove al solito si indica con A’ la derivata di A. rispetto ad x e si pone: 


nt 


1 gE i (n_- af — Aditi Fri *£ a dhe frni + “a 


n4—i 


— Uitsfatsri De Die alate 


sec Up o m_3; i L_ A,-, m=l,è TT An Fmzi1 ’ 
indicandosi con f,,, l’espressione seguente : 
Sr =la + (1—- 1)-agpa4 +... +0-8+ Ma, (1. 


Basterà determinare le p in modo che A si stacchi da tutti i coefficienti 
delle successive potenze di x, perchè nel fattore rimanente del secondo membro 
di Ag, sia determinata una forma 8 che, soddisfatte le condizioni vedute per 


cui è B —%®, può essere assunta come numeratore nell'equazione del monoide : 


a B 
A) 
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I risultati e le formole precedenti riguardano solamente il caso in cui la 
proiezione A —=0 venga ottenuta da un punto esterno alla curva; il Brill 
negli ultimi capitoli del 2° lavoro ‘ha generalizzato tali risultati, partendo dalla 
proiezione piana ottenuta da un punto semplice o multiplo secondo. p della 
curva (°), e deducendone le condizioni di spezzamento della curva gobba R?,, 





(1) Nella Nota del Brill Math. Ann. t. 64 pag. 308, la formola che dà F,4;, è 
stampata in modo inesatto, trovandosi m .in luogo di » negli esponenti della x e (+4 %) in 
luogo di (— %) negli indici delle f. Anche osservazione seguente del Brill,che in F,,;, 
per (m — i — 2) negativo la parte compresa fra il 2° e il penultimo termine,’inclusi tali ter- 
mini, deve essere posta uguale a zero, è inesatta di conseguenza e si rende inutile, poichè 
se (n — î — 2) è negativo l’ultimo termine prende senz’altro il posto del 2°. La formola data 
vale dunque in generale e per i = n — 1 si riduce al 1° e ultimo termine. 


(8) Osserviamo che da y = sa si deduce che un eventuale fattore comune di az e A 


deve essere pure fattore di ps e Pay. 
Per dà<k+ 1 (e >Kk— 2) si avrà semplicemente Ap = (por +ps,)A" Il Brill, anche 


in esempii successivi, non tien conto della relazione è > k — 2, ma Vequazione di monoide a 
cui sì giunge quando tale relazione non sia verificata, non è la più generale che corrisponda 
al cono A—0, 

(® Osservo che riscontrai inesatte in varii esempii e ritengo errate le formole ottenute 
dal Brill per la determinazione delle p tangenti alla curva in un punto Py, d’intersezione 
deila curva con lo spigolo principale, multiplo secondo gp. Intanto si dovrebbe passare dalle 


(2) di pag. 314 alle (2)* di pag. 316 con la trasformazione di coordinate che porta il punto P, 
‘nel vertice x — 2 = t — 0 e non con la semplice sostituzione delle forme a’ e balle forine 
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(ordine n, genere p), nelle p tangenti uscenti dal punto multiplo ed in una 
curva R?,_,. 


QUARTICA DI 1° SPECIE, 
1. 


Indichiamo tale curva, supposta per ora irriducibile e senza punti multi- 
pli, con C',, la curva piana, proiezione della C', da un punto generico dello 
spazio (vertice x — 2 =t=0) sul piano y=0, sarà di ° ordine e genere 1, 


a e b del medesimo indice ; infatti i piani ottenuti in varii esempi con le due formole non 
coincidono mediante la trasformazione di coordinate, come dovrebbe invece avvenire. Inoltre, 
si giunge alla formola di pag. 314 con un artificio di calcolo, bisato sulla considerazione di 
infinitesimi, che vorrebbe condurre ad una espressione determinata, ma che non risponde allo 
va ROSI ILE : » ° , É; 3 T bo Y 

scopo; iufatti l'Autore si propone di determinare l’equazione del piano — + x gal pas- 

i 0 

sante per la tangente in P, che giace nel piano a, = 0, (a, fattore di ay), determinando la 
costante pg col trovare il valore che il primo membro assume nel punto della curva infinita- 


. . . . . . . LA 
mente vicino a P,. Per individuare questo punto fa tendere 2 e ? zero e insieme — al valore 
che annulla a,; poicbè a, è fattore di a,, pone senz’altro ax = 0, ma così facendo 1’ espree- 
sione che viene sostituita ad 7 corrisponde ad una delle (m — 1) radici finite che si hanno 


da A=0, non alla m@ radice infinita, ehe si dovrebbe invece considerare. 

A conferma di questo ho verificato che per n = % + 2 (nel qual caso nessun termine viene < 
trascurato nell’equazione del piano tangente, tenendo conto dei soli infinitesimi d’ordine mi- 
nore), con la formola di pag. 314 del Brill si giunge all’equazione non del piano tangente, 
ma del piano passante per il punto d’intersezione di a, con la enrva che non è infinitamente: 
vicino all'asse :=t=0; pern=%+ 1, nel qual caso non vi è che 1)’ intersezione vicina 
all’asse, la formola del Brill, e quindi il piano tangente, risultano ancora indeterminati. 

Noto poi che se, prima di porre ax = 0, si fanno tendere 2 e t a zero. si viene a consi- 
derare non il punto infinitamente vicino a P, ma il punto P, stesso per il quale è Xpx+pgY=0 


e si trova infatti gp, = —. — Non ritengo quindi possibile giungere all’equazione della tan- 


0 
gente per la via indicata dal Brill,; nò per altra analoga, non potendosi sostituire alla #7 


una espressione che valga veramente a determinarla. ; 
Per determinare le equazioni delle p tangenti in P, bisognerebbe costruire equazione di 
una superficie che passi per la curva e non per l’asse < —t= 0 (ad es. eliminando 2 o t fra 
A= 0 e l’equazione del, monoide A/(x)y + B = 0); ma, valendoci di alcuni risultati ottenuti 
dal Brill, si possono anche determinare per la via seguente : 
Se P, viene a cadere in x = 2 =t=0, basterà in corrispondenza ad ogni piano a = 05 


e) z 
. : ; : Mara 
tangente alla curva in qual punto, determinare le coordinate ui degli m punti d’ inter- 


sezione della retta x, = 0 ‘con la enrva A= 0 e la coppia di tali coordinate che non annullerà 
B determinerà la tangento in P, che giace nel piano a, = 0. — Se il punto P, non cade nel 
vertice £ = # = t = 0, possiamo ricondurci a questo caso con una trasformazione di ceordinate, 








irriducibile, e (se ci limitiamo per ora alla considerazione dei punti multipli 
dloppii ordinarii) avrà due punti doppii ordinarii. Per semplificare i calcoli 
scegliamo come asse x = 0, sul piano y = 0, la congiungente questi due punti 
doppii della proiezione e tali punti siano poi rispettivamente determinati dalle 
due rette: gp =0 ed n,=0 (g,, n, forme lineari in 2 e 1). 


Posto 9, = 9,7, , Vequazione del cono A —=0 diviene : 
Acag' + ag + ae + bge + bp, =0, 


ove al solito le a e le % sono forme! in 2 e t di grado eguale all’ indice, e 
sia a +0 (19). 

Sarà intanto A—q,,n=4,m=4,k=0,è6=2,è >k-2; a, ed 
@,+,, non hanno fattori comuni e la proiezione A = 0 non ha che punti dop 
pii. In questo caso per determinare | equazione del monoide sono applicabili 
le formole riportate nell’ introduzione, mediante le quali si ottiene (tenendo 
conto di A —0): 


Ay =a ; 44, Pg UD Ar) 20,4, D, în bp Pr $ n 
sa a } 3a, Pz — 24, Py “hi (24,4, ve Sab, ps) D, =" p(4,d, pr 4a d Pa) Po $ or 
Di s i 2a, pri — 30, pp, —2(A dp — dt 24d9",) Pi + PA, — Za dpa) Di “A 


+ ipo Pa — PP + PLAd, — Fab + (0, — 24,0) Di so 


2 ; : cri tie DI a 5 BIMEITO, 
oppure: ricavare da A=0 gli (m—-1) valori finiti di # che si ottengono per il valore di Aa 
vata da a, = 0 e trovare in corrispondenza i valori di #74 forniti dall’equazione del monoide; 

1 î : Sl Uli è = 3 
sostituendo queste (m—1) coppie di valori va eri e corrispondenza si annulleranno (m—1) 


fra gli m fattori lineari in i È in cui si spezza l'equazione del cono di vertice in P, cioè: 


Di==0;* per ad ; 
RRastsi IG 


iS È LISE 
quando si ponga in essa per 7 il valore che annulla a,. 


L’m”° fattore lineare rimanente corrisponde all’equazione del piano tangente in P, alla 
curva e passante per il punto a = y==# = 0, ed insieme ad 0, = 0 determina quella tangente 
in P; alla curva dello spazio che giace nel piano a, = 0. 

(49) Si suppone cioè che lo spigolo e = t = 0 non incontri la curva dello spazio, il che 
non toglie generalità allo studio dello spezzamento della ourva. 





TECA Ia POE 
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Affinchè A si stacchi da tutti i coefficienti della x, devono essere verificate 


le relazioni seguenti : 
2a,a,p, — d,Py + 40,P3 = 4g è 
20,0, p, —- 20, P, 4-30, P3 = AI, : 
A, P, +» = bs, , | I 


ove 9, , t,, 8, sono forme in < e t di grado eguale all’indice. 

Nell’ipotesi che le a siano forme a coefficienti affatto arbitrarii si deduce 
da tali relazioni che le forme p, , p, ;} ?3 devono tutte contenere come fattore A 
e, per essere p, di grado inferiore a è, si avrà: 


p,= 0 (identicamente), p,=A@ ; p,= 44; 


ove q, e le costanti di g, (forma lineare in 2 e t) sono arbitrarie, come pure p,. 


: LAI N 3 i 
L'equazione del monoide, nella forma 3 Faglia paro dunque : | 


pa pla 4 ae +4 awe | dp.) + Aq + Ag, i 

Ps 
a meno del fattore costante p, (‘) e della forma lineare additiva (9,4-9%) (che 
si possono trascurare in uno studio proiettivo della curva, quale è quello che 
ora facciamo, perchè corrispondono ad una trasformazione di coordinate), e 
tenendo conto che Vl equazione del monoide si considera insieme a quella del | 
cono A=0 (‘), si trova infine: O 


__ bo 
VR si 


Eliminando la « e la y fra le tre equazioni: 


dota 
x 


AVIR Ea , o=Me+ py FA 


(14) Se la costante po fosse = 0, il monoide si ridurrebbe al piano y = 0 ela curva dello 


I TTI IT 


spazio ad una C1, piana; questo caso non presenta interesse e non verrà più considerato, 
(42) Per ora sia bh + 0; se fosse by = 0, dalla curva A=0 si staccherebbe la retta a —=0 | 
e questo caso verrà in seguito considerato a parte. i ù 








» » : “ è 
“i : a De ; ME, hi 
P, v di T6.% è 
sd 4 rid Pe 7) È LIRA 


sì ottiene; 
Q_ a+ (a XH4 ad) 0° | [aX° + (ad, — dad pt + ad 4,0? + 
+ [by poA® A- (ad, — 3 pa A+ daga, — Zad, ppt | ada pt ]0 + 
+ be, + (0°, — 2ad I Ro ba, + 2a dg, — 20,0,0,)L + 
+ da pa, — 20,0) pt + ad pui. 


Questa è dunque (a meno di una trasformazione di coordinate o di una tra- 
sformazione proiettiva della curva, che non muti l equazione del cono A = 0) 
equazione della schiera di eoni aventi i vertici sopra Vasse a =t=0 e pas 
santi per la C',, così posta che le due corde bisecanti uscenti dal vertice a=2=t=0 
hanno le seguenti equazioni : 


dre naar dine () 


(essendo d, = 0,-) (19). 
Il discriminante di , raccogliendo opportunamente i termini, prende la 
forma seguente : 


Do =XK(2,t)}Lle,t,X,WMf 
=} 25604 i — 1924640, | 
(— 270,4! — 1284 0,4144090, 6a abT1440° pa, —2 Ta*,b')p°, + 


+ (- 4a, — 800,a°b bt, + 184,408, + 18a8,a,b bt, + 


dir0 
+ 160iba, — 40°,0,b, — 408,6, @ + a°,0bE, x 
3 [0%a, — p?0)% 022, + pdJp, — Apa, + 020, + pd IE, d, + 
+ 8% a, + a 20] 


(49) L’ equazione Q = 0 corrispondente all’ equazione generale del monoide non presenta 
difficoltà ad essere calcolata, ma la sua forma è talmente complicata che non si presta allo 
studio della curva* per tale studio mi varrò dunque dell’equazione ora trovata, a cui giunse 
pure il Brill a pag. 311 (Math. Ann. vol. 64), salvo qualche piccola differenza dovuta ad 


: 09 d 
errore di stampa; noto però che per giungere a tale equazione bisogna prendere y = + ie 0 


e non Yy = — È come si trova nella Nota del Brill. 
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da cui si deduce, ponendo \—=1 e p—=0: 





DEAN 


Passiamo ora a studiare le degenerazioni della C',, cioè come essa può 
spezzarsi e come possono formarsi su di essa dei punti multipli, partendo 
dalla proiezione piana A = 0 e ponendoci in condizioni tali da poter avere. 
facilmente lo spezzamento di questa curva e da poter dedurre da esso quello 
della curva dello spazio e le relazioni che passano fra le curve parziali (5). 
Determineremo in ogni caso la forma dell’equazione Q = 0, quindi il modo di 
spezzarsi della C',, la forma di Do, cioè la natura dei punti doppii della 
proiezione, il numero delle parti piane ecc. ... Per ora limitiamoci a conside- 
rare solo punti doppii; in seguito si tratterà brevemente il caso in. cui la 
proiezione piana ha punti multipli più che doppii, completando con osserva- 
zioni dirette lo studio che implicitamente si sarà fatto di Dg. 

D’ ora innanzi, per facilitare i calcoli ed aleune trasformazioni di coordi- 
nate, che rendono possibili verifiche nel caso generale molto complicate, see- 
glieremo %, = et (‘°). Avremo dunque: 


A—ag' 4 ag + a 4 266,0 + 2°tb,. 


1° caso: A si spezzi in una forma lineare ed una di 3° ordine (!). 
Sia cioè: 


A (2,0 i a,)(B,x° AE B,a° a Bat + Ba). 


(54) Essendo 8 il grado di K e 2 il grado di L in 2 e t, da Do si deducono le proprietà 


note che per una retta generica dello spazio (spigolo 2 = t = 0) si possono condurre alla 
curva gobba 8 piani tangenti e per un punto arbitrario dello spazio passano due corde 
della C4,. 

(19) II Brill accenna (pag, 811, Math. Ann., vol. 64) ad un solo caso di spezzamento, 
con una ricerca per via diretta, cioè determinando quale relazione deve passare fra le co- 
stanti di 2 affinchè da L si stacchi un fattore lineare in ) e y ed indipendente da 2.e #, 
che, già si vide, corrisponde ad una parte piana; così giunge allo spezzamento della C', in 
dve coniche, di cui però non determina le equazioni. Per avere tutte le possibili forme di 
spezzamento della C', conviene seguire altra via, poichè quella della variazione delle costanti 
di Do non è applicabile che nei casi più semplici, come quello considerato dal Brill, sia. 


per la complicazione che ne deriva nei calcoli, sopratutto quando si passa al fattore K, sia 
perchè non si hanno criterii sicuri che regolino tale variazione delle costanti. i 

(49) Prendere 4, = 24 è lecito e non toglie generalità al problema; basterà fin dal prin- 
cipio scegliere le due corde della C',, uscenti dal vertice z = t =x= 0, come assiz=x=0 
et=x=0, scegliendo poi in modo arbitrario l’assa e =t=0. 

(47) Considereremo separatamente i tipi di spezzamento della forma A(di 4° ordine in %, 
25 t) in forme di ordine minore ; i varii casi che si possone presentare differiranno tra di loro 


solo per essere nulli o no alcuni dei coefficienti delle forme che si presenteranno in tali tipi. 
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A meno di uu fattore costante sarà a, = oppure a, =t; sia a, = y,t € 
con un’opportuna trasformazione di coordinate (nell’ipotesi d, == 0) si riduca 
fa —1 (5); supponiamo infine, il che si può sempre fare per essere a, + 0, 
o,=1l1ep=%. Si deduce allora: 


Ba, tat, Bo,=e(--b 0) è B=+-#W 


Ponendo : 


avremo : 
A=(e — dat | ge + 28,0 — e°tb), 


e questo primo spezzamento si ottiene quando i coefficienti di A sono legati 
dalle seguenti relazioni : 
agio nda ee bea 


4 


La proiezione piana si spezza in una cubica, con un punto doppio nel punto 





x=&==0, ed in una retta che incontra la cubica nel punto a =t=0e nei 
punti per i quali la seconda coordinata - si ottiene come radice dell’ equa- 
zione di 2° grado in 2 e t: (at | gt + es, — 2) =0. 
Si ha in corrispondenza : 
K=(at + gt 428, — bt (— 2740 RE — 18a;)b,2t9,8, + È, + 
+ 4a,g88, + 4009) » 
Lf a + pdet — Ales, — tg) (a, — p°d° + pa, + °D) 
«(a dzt 4 4,88, pr 8,4, — 24,0) + 
. + xpieba, + 8,4, + 22800 + Lodo + dat — 24,t4,0) è 
Q_f0o— (4 ped) t-[ao + (4A — asp + 
+ Ses — (9,8, + Beth a )Ma — Ita pp fe 0 + 
+ $e06A° 4- (8°, +29, + (dA, 224,8 A+ etD et |. 


(48) Il supporre fg = — 1 (facendo variare convenientemente l’asse t = 0 nel fascio di 
centro ar — t=0, per il cho la forma generale di A non viene mutata) ci permetterà di - 
stendere questo ed i successivi spezzamenti che ora troveremo anche alla quartica di 12 specie 
con un punto doppio, che otterremo come caso particolare della quartica razionale, 
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Q —=0 si spezza nell’ equazione Gi una retta ed in quella di una cubica 
gobba, entrambe completamente determinate dalle precedenti equazioni; la 
corda della cubica uscente dal vertice a —2 =t—=0 coincide con lo spigolo 
xa=0, 2 —=0 del tetraedro fondamentale ('). Dalla forma di K si deduce che 
la curva complessiva ha due punti doppii effettivi (corrispondenti sulla curva 
piana A —=0, ai due punti d’incontro della retta colla cubica) e dalla forma 
di L si deduce infine che da tali punti multipli effettivi non viene assorbita 
nessuna delle due corde della curva complessiva, uscenti da un punto gene- 
rico dello spazio. 

Si conclude dunque: una prima forma di spezzamento della quartica di 
1° specie è Vinsieme di una cubica gobba e di una retta che incontra la cubica 


in due punti (a coordinate Tao: Bei = 7 Padlice del fattore di K che compare 


al quadrato, ca ZLI 


& : : 3 Nato 
i) e complessivamente la curva mantiene în proiezione due 


punti doppii apparenti. 

2° caso: La cubica piana della proiezione A —=0 si spezzi a sua volta in 
una conica ed una retta; sia dunque (ponendo a,= 1 (°°), il che è lecito sup- 
ponendosi a, == 0): 


4 ql + esa — tb =(r + u)(e + 0,04 0). 


Risulta 


pa 2 È 
OO ee AA 
dunque, a meno di un fattore costante, vu, = oppure = t. Ma se fosse u, = t 
sarebbe v, = 2° e risulterebbe v,= 2, sempre a meno di un fattore costante. 
Allora in proiezione la conica nel punto a == 0 avrebbe un punto doppio, 
quindi si spezzerebbe, ciò che escludiamo per ora. 





Sarà dunque : 


"e 3 = 20, (0, 0, costanti) 


2 
2 





A=(e—- da + va + 0,0 — 210). 


(4°) Come risulta confrontando quest’'equazione con quella ottenuta dal Brill per la eu- 
bica gobba (Rend. Circolo Matem. di Palermo, 1908, vol. 25°, pag. 190). 

(29) Il porre ag = 1 permette di confrontare più facilmente le formole, a cui giungeremo,. 
con quelle ottenute dal Brill relativamente alla cubica gobba (v. nota precedente). 


. Ain 
hi si “arti ‘pp 





È | PER X 61 X 


Si passa dal 1° caso a questo 2°, che ora consideriamo, ponendo le rela- 


zioni : 
: i oa 0 Ud 
in virtù delle quali si giunge per K, L, £ alle forme seguenti : 
Ka=(t+oef-:(1+ 0, — 20) (0a — VT 000 + 4etr), 
L=(X4 op) (1+ vp) [et — po + Ve(2v0,0 #8 + 
+ eo + 60,0, + 000, — VV, — VO, — 20,0%, — 00°?) + 
| + polo, — to) XA po,o, — lo, +1; 
Q=fw (MH peso.) + (02) + to) fe [10° + 
+ o(A:- vo — fogtX 4 (0,0, + 20,029) + vo Ate 6]. 


"Da tali forme si deduce che: 


La C', può spezzarsi in una conica e due rette che s'incontrano in un punto 
e ciascuna delle quali incontra la couica in un punto ; essa ha dunque tre punti 
doppi effettivi e mantiene in proiezione due punti doppi apparenti. 
L’equazione del piano della conica (corrispondente al 2° fattore di L) ri- 
sulta : 
vo, + ve —y=0 (indipendente da vv), 
e quello del piano delle due rette (corrispondente al 1° fattore di L) risulta : 
— vt + y + vot — 200, = 0. 
Le equazioni dei punti doppii effettivi sono le seguenti : 
35 ia ee 
(punto d'incontro delle due rette), 
2° at , y=2000% , t+o,-v8=0 
(punto d’incontro della 12 retta con la conica) 


; <Ù a=—vg ya tn, va—- Vo 0 =0 
4 i 


(punto d’incontro della 2° retta con la conica), 
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3° caso: Anche la conica in proiezione si spezzi in due rette e si trova 
allora facilmente per A il tipo di spezzamento seguente : 


A=(0— de + valo + qa + 2), 
a cui si giunge ponendo fra le forme v del caso precedente le relaziot 
v, = Qot + 80€ 3 v, = — @o80 
Risulta in corrispondenza, a meno di fattori costanti : 
K=(t-+ vet + selve — usa — dtt, 
L = (44 dob(A + 0A A so — v'odott) 3 202° + 


+ (tao — &°800 9) — etv'odoSott È, 





O =} 0 — (M — pgosov'o) +3 w +- (Av 52 — post) | X 
x $ 20 +- (Agot — 10,802) $+5 20 +- (A598 — po'oqot) È. 


Si deduce che : 

La quartica di 1° specie può spezzarsi in quattro rette formanti un quadri- 
latero storto; la curva ha quattro punti doppi effettivi (2), ed in proiezione la curva 
complessiva ha ancora due punti doppii apparenti. 

È così esaurito il caso dello spezzarsi della C', in rette e curve di minor 
ordine e poichè si vide che con una trasformazione di coordinate ci si può 
sempre ridurre al caso da cui si è partiti, si può ritenere che le formole ora 
trovate valgono e sono applicabili in generale. 

4° caso: Rimane da considerare il caso in cui A si spezza in due forme 
di 2° grado, per ora irriducibili. Sempre ponendo a = 1 e g,= et, avremo il 


(2!) Il 1° fattore di K corrisponde al punto d’incontro della 1° retta con la 2* (indicando. 
con il la retta data dall’ fattore di 9, e in proiezione dell’i° fattore di A), il 2° fattore al 
punto d’incontro della 12 retta con la 4, il 3° fattore al punto d’incontro della 2* retta con 
la 34, e il 4° fattore al punto d’incontro della 3% retta con la 48. ) 

Il 1° fattore di L corrisponde al piano della 1® e 22 retta, il 2° fattore corrisporide al 
piano della 3* e 4 retta, il 3° fattore al piano della 22 e 3° retta, il 4° fattore al piano 
della 12 e 42 retta. 


L’equazione di uno di questi piani si trova ponendo nell’equazione di una delle due rette 


< 


7 3 TRA 
In esso giaceutl, — = 
(DA 





al valore che questo rapporto ha nel punto d’ incontro dello spigolo 


\ 
principale con tale piano, valore dato dal corrispondente fattore lineare in A e p che si, se- 
para da I, 





seguente tipo di spezzamento : 


A = (a + q® 4" qa) * (a + ve si ie d,) = 0 
e le relazioni seguenti : 
a,=g9, 40, &=%+0+90, > eb, =Q01+ 90, > Eb = Gy 


Se fosse g, = 2°, oppure = t° (a meno di un fattore costante), le coniche 
in cui si spezza la curva A —=0 si spezzerebbero a loro volta, avendo un 
punto doppio ciascuna, contro l’ipotesi. Sarà allora : 


d, = et } v, =Uet, 
ove è 


Qovo = do 


A=(0 4 ge 4 qo2t)(e° + 0,€ + wet). 


A questa forma di spezzamento si giunge ponendo fra i coefficienti della 


forma generale di A (per a = 1) le relazioni seguenti : 


gua s a=2tQ+v)t+9,0, , b=v4,4+%0, , dov 
Tenendo conto di queste relazioni si ottiene 3 
i ) zi(go — vo + q, + vo, — 0% + %) ; Pa 
x 162° — 42t(004, + 00°) + PO, 5, 
EEA IA de dt 

+ XE coff, i do, 4 GO + do) $ — QUALI A + H°00do + (vt 49) | 

fa [wo + $g,(A + vo) } 0 + 
+} 26404” +- (009°, — 2etvodo)A pt 4- 2tg00% at? 4 ]- Lo? 4-3 0 (A + qott) f 20 + 


pet? A (Qo0°, — 2et0090) Ma + tudo È] 


Dalla forma di K si deduce che vi sono due punti doppii effettivi, a cui 
in proiezione corrispondono due dei punti d’incontro delle due coniche, e dalla 


bio à 


Pe cpr dela 3 
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forma di L si deduce che tali punti multipli effettivi non assorbono alcuno dei 
punti doppii apparenti. Per la forma di £ si conclude che: La C0', può spez- 
zarsi in due coniche che hanno due punti in comune, e questi punti multipli non 


assorbono alcuna corda. 
Segr À À 5 ME 
I due fattori di Q, rispettivamente per — —=% e — = %; Si riducono @ 
ld gi 


due quadrati perfetti, corrispondenti ciascuno al piano di una conica contato 
due volte; le equazioni di tali piani risultano i seguenti : 


x 


va +4 Yy + v4,= 0 . dot + Y ur Qu, = 0 (2): 


Continuando lo spezzamento di A per questa via (col supporre una o en- 
trambe lo coniche degeneri), si ricadrebbe in uno dei casi già considerati. 

Nell’ipotesi di a e b)== 0 e limitandoci, per ora, ai soli punti multipli 
doppii, in proiezione, la curva piana A —=0 non può evidentemente spezzarsi 
in altro modo. 


2. 


Completiamo i casi di degenerazione della ©', con osservazioni dirette 
sulle forme K ed L. — Nei casi precedentemente considerati si è veduto come 
da K (di grado 8° in 2 e #) si possono staccare 2, 3, 4 fattori lineari in 2 e #, 
ciascuno dei quali si stacca due volte; rimane dunque da considerare il caso 
in cui se ne stacchi uno solo. In tal caso la curva proiezione è una quartica 
piana razionale irriducibile, poichè la curva C', dello spazio, se rimane tale, | 
cioè non diviene piana, spezzandosi determina in proiezione almeno dne nuovi 
punti doppii. Si ha dunque questo: i 

5° caso: La C', può degenerare in una quartica razionale irriducibile con un 
punto doppio (tale forma verrà ritrovata fra le quartiche razionali). 

Quanto ad L, di 6° grado in X e p, e di 2° in 2 e t, si è veduto che da 
esso nel caso di due coniche, di cui una non degenere, si staccano due fattori 
lineri in ) e p. (indipendenti da 2 e #), che corrispondono alle due parti piane, 
e nel caso di un quadrilatero storto se ne staccano quattro. Si vede facilmente 
che da L non si può staccare un fattore lineare di tal natura senza che se ne 


(22) Le coordinate dei punti d’incontro delle due coniche sono date al solito dai valori di 


=» 


che si ricavano dal 1° fattore di K uguagliato a zero e da AR È 


adi n Var, an 42409 


2 ° 


T —— 
= 


2 2 t i , . vg; È 
AA Per bo; calcolati per quei valori di e 
T 
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stacchi un'altro; poichè se vogliamo che da L si stacchi il fattore ((—v}hyt) ©), 
e quindi che l’equazione L(2}p0 sia identicameute soddisfatta per (vba, 


deve essere identicamente verificata fra i coefficienti a e d di A una equazione 
che risulta reciproca e di 6° grado in 0°; così che da L si stacca anche il 


L 
fattore at) i 47 


Poichè da L non si può staccare un numero dispari di fattori lineari in 
À e & e indipendenti da 2 e #, rimangono da considerare e da interpretare, se 
sono possibili, i casi in cui da L si staccano 6 di tali fattori lineari in \ e f 
(e in conseguenza due fattori lineari in 2 e t), oppure si stacca un sol fattore 
lineare in 2 e #, indipendente da ) e pw. 
Per il primo caso, come si vede facilmente, dovrebbero, a meno di un 
fattore numerico, coincidere %,, a, , a,b, , 0°, , a°,; quindi sarebbe 


e ale 2 EST) 
b,= Ba, e A TOT NSA 4 Pi Cf 


e risulterebbe :. 


A = att 4 ae | ana? e? H- Boroa®, e + boat, = 0. 
Si ha così il 


6° caso: La proiezione piana ha un punto quadruplo nel punto a—0, a,=0 


(28) La forma della costante v° } by fu scelta tale per rendere più facili le verificho che 
seguono. Questa osservazione intorno ad L si deduce dal procedimento seguito dal Brill 
per lo spezzameuto della C'; in due coniche. 


(2) Notiamo che, in generale, le radici di Lin — conterranno 2 e #, mentre ci inte- 


ressano soltanto quelle particolari che non le contengono.—Nel caso delle dne coniche, di cui 
una degenere, (2° caso) è: 


va Pane 
00}, Viti 
0 
o sì staccano i due fattori (XA + vg) e A + vp); nel 3° caso, delle quattro retto, è: 


do80 nu%0 
’ 


O 
f f 
Vv 0080 Vv 04084 


v® (TOA P Vb=/— v'64089 È 


nel caso delle due coniche entrambe non degeneri (4° caso) è infine : 


V — ——__ 
=, Vila 
0 
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x 66) 
e si spezza în quattro rette uscenti da questo punto. Altrettanto avviene nello 
spazio (*). 
CE 
Ordinando poi L secondo le potenze decrescenti di Tora e ponendo %,’ 


più generale, in luogo di (et), otteniamo : 
L= Na", n \p(— a'4,) SE Lp ab, sa a,b) Hi Xp bo ES a°,bo = 
ni 29b04,) "a pda d, oh: ab) He Ip — b*,4,) a dp 


Ora si vede che non può da L staccarsi un fattore lineare in 2 e #, in- 
dipendente da ) e p, a meno che esso sia fattore comune alle forme : 


2 9 
CR RIT) Ure VALI 


IA SE 


nell’ipotesi, per ora, di a, e d + 0. Sarà dunque tale fattore —a,, a meno 


di un fattore costante, e risulterà : 


419 


po, =, >, a =0,4, , d oi Bo, ; 


risultando in corrispondenza : 
ZIO A 3 2 2 O Ted 
A = a, + ag + a,a,e° 4- Boga, + bop,a°, = 0: 


La curva A =0 nel punto (e —=0,a,= 0) ha allora un punto doppio, in 
cui la retta a, = 0 è una tangente, uscente dal vertice « =t —=0, che ha con 
la curva contatto quadripunto; per la 3* delle ipotesi fatte nell’ introduzione 
per la forma A, questo caso si deve escludere, a meno che il punto doppio 
divenga quadruplo (6° caso precedentemente considerato). 

Se fosse a, — 0 basterebbe che a, si staccasse da a, e da 9,, ma allora 
la retta a, = 0 si staccherebbe dalla curva A —=0 e la proiezione della curva 
dello spazio verrebbe ottenuta da un punto della curva stessa. «il che pure 
contraddice alle ipotesi da cui siamo partiti; si suppose poi sin dal principio 
Un 90: | i 

Supponiamo infine che sia b, = 0; allora da L si stacca \° e la condizione. 


(25) Poichè, per le ipotesi fatte, L è indipendente da # e # e non vi sono più corde, quindi 
neppure punti multipli apparenti, risulta Dog = 4 LO , p) }} è le radici di L ci danno i. 


valori di — corrispondenti ai punti d’incontro dello spigolo principale con i sei piani de- 
lai 


terminati dalle quattro rette a due a due, 
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dianzi trovata per i coefficienti di L si riduce all’ unica che d, si stacchi da 
0, è da 4,; si trova in corrispondenza . 


Ac=uag + ae + abe + 00) =0. 


Si deduce : (°9) 

7° caso: La C', può degenerare in una cubica piana con un punto doppio 
ed in una retta che incontra la cubica piana nel suo punto doppio. In questo 
caso la C', spezzandosi perde una delle due corde che ad essa si possono condurre 
da un punto generico dello spazio. i 

Poichè già fu trovata la forma di spezzamento corrispondente ad un punto 
quadruplo in proiezione (forma unica, poiehè non vi possono essere altri punti 
multipli), non ci rimane da considerare che il caso in cui si formi in proiezione 
un punto triplo (il quale sarà certamente effettivo essendo zero ordine della 
rigata gobba formata dalle rette trisecanti della C') pur mantenendo la curva 
complessiva le due corde uscenti da un punto generico dello spazio. Scegliendo 


l’asse t —0 di modo che la coordinata > del punto triplo risulti —1 e po- 


rendo a = 1, l'equazione della curva A —=0 si spezza nel modo seguente : 


A=f(e- de — vd —- ceto) =0, (ove v è costante arbitraria), 


LI 


«e risulta un caso particolare di quella corrispondente al 2° caso (basta porre 
vo = — %, v = 0 identicamente). I tre punti doppi eftettivi trovati nel 2° caso 
coincidono formando un punto triplo, e la retta intersezione del piano della 
conica con il piano delle due rette in proiezione risulta la tangente alla conica 
«nel punto triplo. Si ha dunque : 

8° caso: La C', si può anche spezzare in una conica e in due rette che si 
appoggiano alla conica in un medesimo punto, ed il cui piano incontra quello della 
conica secondo la tangente alla conica stessa. 

Dalla relazione p= (1 — a), ove p è il genere della curva proiezione e a 


(25) Poiehè da L si stacca X3, la curva dello spazio comprende una parte piana di 3° or- 
dine, giacente in un piano che incoutra lo spigolo principale nel punto y = 0 e che dall’ e- 
quazione del monoide si deduce essere il piano y = 0 stesso. Da K si stacca bf,, il che signi- 
fica che il punto triplo della proiezione è effettivo. 

La cubica piana può a sua volta spezzarsi ed osserviamo che quando la cubica piana si 
spezza in 3 rette, formanti un trilatero, questa forma di spezzamento si può anche intendere 
come una cubica gobba, spezzata in 3 rette uscenti da un punto e non giacenti in un piano, 
che è incontrata da una quarta retta in due punti, e difatti in questo caso la” cubica gobba 
perde la sua corda, Se la cubica piana si spezzasse in 3 rette uscenti dal punto x=0 , b,=0 
il punto triplo etfettivo diverrebbe quadruplo ed entrambe le corde verrebbero da esso as- 
sorbite. i 
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il numero delle parti in cui tale curva è spezzata, si deduce che un nuovo 
punto multiplo (effettivo) che si formi non può che essere punto doppio; il caso 
Ja in cui in proiezione si formino tre punti doppii ed un punto triplo si può ot- 
| tenere pure dal 2° caso ponendo in esso io 





peo Voe= 0 


(0 — ot) ’ 


AO 1 
1 uk 1 


ove % è una costante arbitraria. Si trova in corrispondenza : 





A =%ex—- det vale + 0) = 0, 


È K=(t+ v'2)(02 — wi) , (a meno di una costante), 
È L XA H+ vot) [202° — 00° — o,(ev — AR], 
do O = (0 — vp — Mw + ve + 01) i 


Cioè : 
9° caso: La C', può spezzarsi in tre rette concorrenti in un punto e giacenti 
in uno stesso piano, ad una delle quali si appoggia una quarta retta sghemba con. 





le rimanenti (7). 

Nei casi considerati (salvo nel 7°) si è supposto bo +0; osserviamo che 
i ponendo b = 0 si trova: i 
i 10° caso: La C', può spezzarsi în una cubica piana ed in una retta che si 
; appoggia alla cubica in un punto ; la cubica piana può a sua volta spezzarsi in 
“2 uaa conica ed una retta, oppure in tre rette, concorrenti in un punto o formanti 
un trilatero. 

Si è così completato lo siciara degli spezzamenti della C', gobba. 











d QUARTICA DI 2° SPECIE (0 RAZIONALE). 


dl 
La proiezione piana della C°,, supposta per ora irriducibile, ottenuta dal 
un punto generico dello spazio, è una curva di 4° ordine, irriducibile Co) dii 


Vo 





i (2?) Si può dedurre questo 9° caso dal precedente 8°, dopo una conveniente trasfor- 
‘0 mazione di coordinate per evitare parti doppie, e si conferma che 3 delle rettè devono gia- — 
cere in un piano, poichè spezzandosi la conica dell’8° caso in 2 rette, una di queste deve. 
pi coincidere con la tangente alla conica nel punto triplo, per. essere tale tangente fissa come | 
N intersezione del piano della conica col piano delle 2 rette, fe 
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genere zero ; limitandoci per ora alla considerazione dei soli punti multipli 
doppii, la proiezione piana ha tre punti doppii. Per semplificare nel seguito i 
calcoli, assumiamo, sul piano y=0 della proiezione, il trilatero fondamentale 
menr30-,.2 =0, t-=0j in posizione particolare (pur osservando che siano ve- 
| rificate tutte le condizioni già viste per le forme A e A); le equazioni dei tre 
punti doppii siano le seguenti : 


me a ie ret 077 + =0 
(ove è «, costante indeterminata + 0). 


L’equazione della proiezione A = 0 si trova essere la seguente : 


A=ag' 4 (24,09) + (ae + Bet +10) 4 et(Be + 1a + 2°, = 0, 
ove le costanti an +0, a, , B,,%, 8,7, Si possono ritenere arbitrarie ed al 


lora le rimanenti riescono funzioni di queste e della costante «; risulta pre- 
cisamente : 


B da do(20,--B;—2000,) —B,--24 |, = 2(,+B,4+@)—a(B+4,) 


o, ? 3 da 


la o 
Si può anche scrivere: 


A=aa' | aa + agg + etba + e2°b, (*), 


ove le a sono forme in 2 e t di grado eguale all’indice, a coefficienti arbitrarii, 
e le d pure forme in 2 e t di grado eguale all’indice, a coefficienli dipendenti 
da quelli delle a e da 

Tenendo conto che è: 


A=et2+ at) , E AL 


(28) Osserviamo che risulta b, + 0 e finito, dovendo essere x) +40 e ag +0 (poichè sup- 
poniamo che lo spigolo z = t#= 0 non incontri la curva gobba); e infatti il caso bh) = 0 verrà 
considerato a parte e corrisponde ai 3 punti doppi in linea retta, nel qual caso la proieziene 
si spezza. 


È 
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costruiamo l’equazione del monoide mediante la formola : 





DA | ISARNE 29 
I VA 


SS Ponendo N sotto la forma : 
N = (04 90 4- (me + net + n't9)a® 4 (mo 4 met + md + mo )0 de 
+ et(voe + vet 408), 


(di dimensione è - 1 —= 4 e di grado m —-1—==3 in 2), forma che già si an- 
nulla per i punti a —=xax—=0et=@a—-0, affinchè essa si annulli per i rimanenti 
punti d’incontro delle rette 2 = 0 e t —=0 con la curva A =0, si trovano le 
condizioni : 


VIA TTNIA , PINI , mE Mi 
fo Poison o= do 3° No =%%, 3. Mo —=d%) ‘ 


ove do € 9 Sono costanti per ora arbitrarie; sostituendo in N questi. valori, 
indi imponendo alla forma risultante la condizione che si annulli per i punti 
d’incontro della retta 2 + at =0 con la curva A—=0, si trovano le nuove 
condizioni (che devono essere verificate per +0 qualsiasi) : 


Be +1 o — ato + Bd'o 





2° (BP + ha ud, — ada 
= — Qta, + modo — Modo » 340 
3* (2R, + +3 + ah% — 2on0, — 2oB,(— Wo + 99) = 
= ovo — Vodo + do) 


Devono essere uguali identicamente i coefficienti delle, uguali DRIeDLRA sdi 
%; ma se è Q@4 + 0, non può mai essere : 


P+LYa=Bd0 e (+ += î 


È 


In tal caso da N deve potersi mettere in evidenza il fattore (e + ct); non 


(2°) Ricordiamo che basterà determinare N in modo che esso si annulli come A in tutti i 
punti di A per cui A si annulla (condizione necessaria e sufficiente, quando siano verificate le 
condizioni per cui 8 può assumersi come numeratore B nell’equazione del monoide). Sta 
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potendo essere verificate le precedenti condizioni; si ottiene, dopo qualche ridu- 
zione : 


(per g', + 0) N = 92 + code" + aa + ao + gate + 219), 


ove le g sono forme arbitrarie in 2 e # di grado eguale all’indice. 
Se invece è go = 0, sono pure nulli in conseguenza n°”, ed m”, e da N si 
stacca 2; poniamo q = 1, poichè anch’essa si pone in evidenza, ed è # 0 per 
curve dello spazio non piane. 
Si trovano per le costanti di N i valori seguenti, completamente deter- 
minati : i 


dan) n=, pi metti; mag ma, 
motti , 00), vago —2a,—8, , v =—(28,41,4-3), 


ove le a, 8, sono i coefficienti delle forme « che compaiono in A. 
Si ha in corrispondenza (per 9g == 0): 


N=e{0°4-(0, + 4-(at-a, +-+ } (2709-20, — Be (2B,+-1+-3)0 41 


x L'equazione del monoide : 


per la forma N a cui si è giunti noll’ipotesi g{=+0, e tenendo conto di A-==0, 
risulta la seguente : 


eth ; 
y= —— (9a 4+49,—D), 


| x 


a meno della costante %, supposta + 0 nell’ipotesi di considerare curve dello 
È spazio proprie (non giacenti in un piano). 
La forma lineare additiva a coefficienti arbitrarii sì può trascurare, cor- 
rispondendo ad una trasformazione proiettiva della curva, o ad una trasposi- 
zione del piano y = 0, e rimane allora : 


__ 2tbo 
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Questa è l'equazione del monoide 4 cui si giunse per la quartica di prima 
specie, ove però db non è più costante arbitraria; poichè la proiezione piana . 
ha tre punti doppii (dei quali due solamente sono apparenti) ed è irriducibile, 
si trova come particolare forma di quartica razionale, la quartica di 1° specie 
irriducibile con un punto doppio (*). “ 

In corrispondenza alla forma N a cui si giunse nell’ ipotesi gh, =0 si 
trova. tenendo conto di A =0: 


_ (dH-(a, +9 Haga —2a,—-B)e—(28,4-1,4-3)tf—2d,Jo—2tbo 
Wicali x-(eH-a10t) TO) 


Questa equazione di monoide non può rientrare in aleun modo nell’equa- 
zione più generale del monoide corrispondente alla quartica di 1° specie ; cor- 
risponde dunque ad una curva da quella completamente distinta, alla quartica 
di 2° specie di cui studieremo le forme di spezzamento. L’ equazione generale 
del monoide, corrispondente alla proiezione A =0 da cui siamo partiti e deter- 
minante con essa una C°, dello spazio irriducibile, sarà una combinazione lineare 
delle due precedenti equazioni di monoîde (corrispondenti alle uniche soluzioni 
linearmente indipendenti per i coefficienti di N, o per le forme p, che permet- 
tono di staccare A da AB); a meno di una forma lineare additiva avremo: 


aaa de (a,4-t)e°+- t(le—ot) —b, te —2*tbo]4-(2-4-ot)etdog"0 
da x(e+-0ot) AD 
ponendosi ll = 4,4, — 20, — B., lo=2B, +43. 

La determinazione di 2 partendo da questa equazione del monoide pre- 
senta gravissime difficoltà di calcolo e ancor più la determinazione di Do ; Val. 


tronde i risultati a cui si giunge sono talmente complicati che non si pre- 
stano allo studio delle forme di spezzamento, mentre per via indiretta, e va- 
lendoci di artificii suggeriti dalla teoria del Brill, tale spezzamento si può 
facilmente studiare e completare. i 

Osserviamo che K(e, #) risulta di 6° grado e L(2,t;).p) risulta di 3° 
grado in < e t, e di 6° grado in ) e wa 


2. 
Limitandoci per ora alla considerazione dei punti multipli doppii in proie- 


(2°) Per essa vale l’equazione Q = 0 trovata per la quartica di 12 specie generale e vale 
anche il successivo spezzamento, poichè il punto doppio effettivo (di equazioni: ar —t=0, 
z+ ag = 0 in proiezione) dopo il 1° spezzamento riesce uno dei punti comuni alla retta ed 
alla cubica gobba in cui si spezza la quartica di 1 specie. 
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zione proiettiamo la ©°, irriducibile da un punto generico dello spazio (vertice 
a=e=t—= 0) assumendo come spigoli del tetraedro fondamentale uscenti da 
quel punto le 3 corde che da esso si possono condurre alla €°,; risulta al. 
lora : 


A=4,0 |-etaebae? —0 ; Aceti; dL<k|1 
B =qga,x + 2at) 
ove 9, è forma arbitraria in e e t di 2° grado, 


rd Bah Qg% 
Y > ri SA A Er st 2t 





’ 


con la condizione che «ogni fattore eventualmente comune ad a, 4, e a,p=z2ta, 
sia pure fattore di 0,3, = 4,9,; escludendo la considerazione di quartiche piane, 
sarà poi db, + et, a meno di un fattore costante, e di conseguenza pure 4,#-<t, 
Risulta : 


Q_= ago + a(AXet + pg)w0 + adet 4- p9,)} 


Dg = (@, — 4a,@)(et + at. 


In modo analogo a quello seguito per la C',, considerando i varii casi di 
spezzamento della proiezione A =0 e i varii casi di degenerazione di Lo sì 


trovano le seguenti forme di spezzamento per la curva dello spazio : 

1° caso: La quartica di 2° specie può spezzarsi in una cubica gobba ed una 
retta che Vincontra in un punto ; questo spezzomento (od altro che troveremo in 
seguito) viene determinato dal formarsi sulla curva un punto doppio effettivo 
che non assorbe corde, mentre se tale punto doppio assorbisse una corda, la C°, 


non si spezzerebbe ma degenererebbe (8) in una quartica di 1° specie con uu punto 


doppio. 
ni 0 x Ch 80, . . . ÙO i 
2° caso: La C°, può spezzarsi in una conica a cui sì appoggiano due rette 
sghembe fra di loro, oppure in una conica a cui s'appoggia una prima retta che 
ne incontra umaltra, 10 quale non ha alcun punto in comune con la conica. 


(34) Tale degenerazione si verifica quando la quadrica su cui giace la quartica di 2? specio 
viene ad acquistare un punto doppio, cioò degenera in un cono. L’intersezione completa (di 
cui la quartica è curva parziale) della quadrica con la superficie «di 3° ordine è costituita da 


una generatrice del cono, che è retta doppia della superficie di 3° ordine, e da una quartica, 
di 12 specie con un punto doppio, nel vertice del cono, 


vb] 10 
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3° caso: La quartica di 2" specie può spezzarsi in 4 rette, di cui la 1° in- 


contra la 2°, questa la 3° e la 3° incontra la 4°, mentre la 1° è sghemba con la 
3° e la 4°, e la 2° con la 4° (sì forma così un quadrilatero sghembo aperto, senza 
parti piane di ordine > 2) oppure: la C°, può spezzarsi in una retta a cui si - 
appoggiano altre tre rette sghembe fra di loro a due a due. i 

4° caso: Altra forma di spezzamento della C°, è V insieme di due coniche 
aventi un punto in comune. | 

Il grado di L(\',w,2,t#) in 2 e t (cioè il numero delle corde che alla Ci; 
sì possono condurre da un punto generico dello spazio) può ridursi da 3 a 2 
sia quando la quartica di 2° specie degenera in una quartica di 1° specie con un 
punto doppio, sia quando la cubica che si stacca nel 1° caso si spezza in tre 
rette uscenti da un medesimo punto; il grado di L In 2 e # si riduce da 3 
a 1 quando si combinano i due casi precedenti, e vi si giunge quindi sia quando 
la quartica di 1* specie con un punto doppio perde di nuovo una corda, sia 
quando la retta che si appoggia ad una delle 3 rette concorrenti, in cui si è 
spezzata la cubica gobba, incontra la cubica in Adne punti (il che avviene per 
la C!,), cioè giace nel piano di due di tali rette; infine il grado di Linzet 
si riduce a zero quando la curva dello spazio degenera in 4 rette uscenti da 
un medesimo punto, cioè quando la quartica di 1° specie con un punto doppio 
perde le sue due corde. 

In tatti gli altri casi la C°, mantiene le sue 3 corde, cioè in proiezione 
si hanno 3 punti doppii apparenti; in questa ipotesi, considerando le forme di 
degenerazione della C°, che si potevano prevedere dallo spezzamento di A per 
soli punti multipli doppii, si è avuta successivamente sulla curva la forma- 
zione di un punto doppio (cubica e retta, oppure due coniche), di due punti 
doppii (conica e due rette), di 3 purti doppii (4 rette) e si è pure ottenuto che. 
sì staccassero successivamente una parte piana di 2° ordine (conica e 2 rette 
sghembe), due parti piane di 2° ordine (due coniche, di cui una può essere de- 
genere), tre parti piane di 2° ordine (quadrilatero sghembo aperto). 

Quando la curva dello spazio perde alcuna o tutte le sue corde, da L si 
staccano 1, 2, 3 fattori lineari in 2 e t e indipendenti da X e |, ed in corri- 
spondenza (eccettuando il caso della C', irriducibile con un punto doppio), 4, 
5, 6 fattori lineari in ) e #, e indipendenti da # e t, distinti o non tutti di. 
stinti. 

Lo studio diretto dei fattori K (di 6° grado in 2 e t) ed L (di 3° grado 
in 2 e t, di 6° grado in X e p.) di Dg non condurrebbe dunque, nell’ipotesi di 
soli punti multipli doppi, ad altre forme di degeneraziono o spezzamento ; ri- 
mane da completare lo spezzamento per il caso in cui si formano in proiezione 
punti multipli più che doppii, cioè punti tripli, poichè il caso del punto ‘qua: 
druplo già fu incontrato fra le degenerazioni che si determinano quando alcuna 
delle corde della C°, viene assorbita da un punto multiplo formantesi sulla 
curva. In questa ipotesi anzi lo studio dei punti multipli più che doppii è 
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implicito e completo; poniamoci dunque nell’ipotesi di avere in proiezioue un 
punto triplo effettivo (*) e 3 punti doppii apparenti. è 

Esaminando tale ipotesi, se ne deduce che i tre punti doppii apparenti 
risultano in linea retta, e questo caso rientra in uno più generale che ancora 
si deve considerare, poichè fu osservato, in una precedente nota, che partendo 
dalla ©€°, irriducibile si ammetteva che i 3 punti doppii apparenti non fossero 


in linea retta. J 
Nella sola ipotesi, più generale, che i 3 punti doppii apparenti siano in Va 
linea retta, la proiezione A = 0 si spezza in quella retta ed in una cubica; 3 
scegliendo tale retta come asse 2 = 0, due dei punti doppii apparenti come È 
Dà, 
verticix =2—=0,x=t—=0 ed. un punto della cubica come vertice a —=t=0, j 
si ottiene : i 
te 
Eef 2 SIEPE 8 v 
ca Linz) — O (°°). 
I Determinando le forme p in modo che A si stacchi dalla forma A$, co- 
| struita come si è indicato nell’ introduzione, si ottiene la seguente equazione 
— di monoide: 
2 
G pag +- ag 4 2td,) + petdb,e 4 2t0,q, 
I ea I 
id, 
ed a meno della forma lineare additiva arbitraria (p,e + 9g), cioè a meno di 
una conveniente trasformazione di coordinate, avremo : 
2 
Pg p,(a,x° + ag 4- etd,) 
ztb, 
T] d ò; 
Per la cubica risulta y= 0, dunque il monoide si riduce al piano y = 0 6. 
e la cubica dello spazio coincide con la sua proiezione piana; per la retta ) 5 
risulta : } 
È 
n 
pid, 
=—- ——- = — 
Li et Pi? 


ed il suo punto d’ineontro col piano di proiezione è il punto di coordinate 


. 


} WEA, P procede 

(82) Il caso del punto triplo apparente (quando la proiezione A = 0 è ottenuta da un 
punto della rigata di 2° ordine, luogo delle trisecanti della C?,) non presenta interesse per 
quanto riguarda lo spezzamento della C°,, 

(83) A= 0 non è altro che l’equazione generale della proiezione in cui si ponga a,=b=0 
e nessun’altra condizione per i coefficienti. 





du 
Do) 
Dai 











Se p, è identicamente nullo, la quartica è piana; se è, a meno di un fat- 
tore costante, p, = oppure p,=t oppure p, =, la retta incontra in un 
punto la cubica piana, uno dei punti doppii apparenti divìene effettivo e la 
curva degenera in una forma di spezzamento della quartica di 1% specie; in 
tutti gli altri casi la retta non incontra la cubica e si trova per la €C°, la 
nuova forma seguente di spezzamento : 

La quartica di 2° specie può degenerare in una cubica piana ed in una retta 
non ‘incontrante la cubica. 

La cubica piana può essere spezzata in una conica ed una retta, od in tre 
rette poste in modo qualsiasi; il caso delle tre rette concorrenti in un punto 
è quello che determina in proiezione un punto triplo effettivo e tre punti 
doppii apparenti. 


d. 


Essendo la quartica di 2* specie curva razionale, parte del suo spezzamento | 
si poteva ottenere per altra via e cioè col metodo indicato dal Brill, nei 
nn. 10-11 della sua seconda Nota (Math. Ann. vol. 64°). 

Diamo un esempio dell’applicazione di tale metodo determinando lo spez- 
zamento di una quartica razionale in una retta ed una cubica pure razionale; 
troveremo riuuiti e confermati varii risultati precedenti. 

Supponiamo di proiettare la C°, da un suo punto, e nel piano di proie- 
zione y = 0 scegliamo come asse x = 0 la congiungente il punto d’intersezione 
della tangente alla curva gobba, uscente dal vertice a 2=4=0Ae00n 0 
punto doppio della cubica razionale proiezione; la 2° coordinata di tale punto 
doppio sia data da p, =0 e l'equazione della tangente in proiezione da Z,=0, 
essendo p, ed 2, determinate forme lineari in 2 e &. 

Risulta allora. 


A°,=1A°,= (a, + a, + db, pe + dol, PD) ; \ 


ove le a e le d sono forme in 2 e t di grado eguale all’indice, fra loro com- i 
pletamente indipendenti. | 
Supponiamo che lo spigolo principale non incontri in altro punto, all’ in-; 
fuori del vertice a = =t =0, la C°, e poniamo a = 1. 
Determiniamo ora la forma 8 del monoide più generale corrispondente al 
cono A = 0, mediante l’identità : 


BAB = MA, +- a, NA”, 


ove è: 
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e si indica con A‘, la derivata di A, rispetto ad «. 
Si ottiene, con opportune combinazioni : 


” $=B= 1,8,A', ei nol A, a } bta° sr (21,0°,no si; bat, Dani SU tp, Dr 
— 6noa,l°,)e + 37, pb, 4 d,t,p, + bèmla, + — 24a,t,p, — 4indt,a, 4 è 


ove n, n, e le costanti di s, e #, sono affatto arbitrarie, e ove si indica con 
A*, l’espressione dedotta dall’identità : 


mA, = %A', + A*, 


Poichè si considerano i valori di B=% in corrispondenza ai punti della curva, 


per i quali è A—=0, i primi due termini di B si possono riunire nell’ unico 
termine : 


LA" (8, + #00) 


e, a meno nella forma lineare additiva arbitraria (s, + #%), al solito corri. 
spondente ad una trasformazione di coordinate che non muti l’equazione della 
proiezione, si ottiene la seguente equazione di monoide : 


ESSIRE b,t,a° + (21,0%,n0 SME 3, pb ti. — 4mol*,a°, 
WAI, LA’, 


4 3 





Affinchè la curva si spezzi in una cubica gobba ed in una retta (che ri- 
sulta la tangente nel vertice x —=t—=<=0, alla curva irriducibile sinora con- 
siderata) dobbiamo ora determinare le costanti che ancora figurano in B, di 
modo che B si annulli per i punti (a, =0, ff, = 0), cioè per il puto (a—=0, 
L,= 0) 

Per questo è necessario e sufficiente che sia t, = 0 e rimane, a meno di 
una forma lineare additiva arbitraria, 1’ equazione seguente di monoide sotto 
forma intera : 


L,A',y — lmo3 (20°, — 6a,l)x 4- 3L, pb, + ba, — Ala, i = 0. 


Dall’equazione del monoide, come da quella del cono, si stacca 1,; di con- 
seguenza questo fattore si staccherà pure da 2 e la curva dello spazio si 
spezza nella retta che congiunge il vertice x—=2z=t=0 col punto 


y=a=l,=0 
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ed in una. cubica gobba, pure determinata poichè di essa conosciamo 1 equa- 
zione del cono A,.— 0 e quella del monoide. 

Per la teoria svolta dal Brill si può asserire inoltre che la retta così 
separata incontra la cubica gobba in un punto. Osservando 1 equazione del 
monoide relativo alla cubica, vediamo che per n, = 0 tale monoide si riduce 
al piano y==0, cioè la cubica diviene una cubica piana; supponendo n = 0 
originariamente in B, esso (a meno di una forma lineare additiva che molti 
plica 2,A',) si riduce a: 

B=—jb,te + (b,t,a, — 3l,t, pe + (0°, t,p, — 2ha,t,p,)| 
che risulta un caso particolare della forma di B trovata nello studio della 
quartica di 1% specie, considerata per il caso in cui la curva passi per il ver- 
bice annali 

Si conclude dunque : 

La Ci può spezzarsi in una retta ed una cubiea aventi un sol punto in co- 
mune ; la cubica è una curva sghemba se lo spezzamento proviene da una quartica 
di 2° specie ed è una cubica piana se lo spezzawento proviene da una quartica 
di 1° specie con un punto doppio (*). 

Portando il vertice a —=2=t=0 nel punto d’incontro della retta così 
separata con la cubica si può, per la via ora indicata, determinare lo spezza- 
mento della Cf in una conica e due rette, e analogamente proseguire nello 
spezzamento successivo ritrovando taluni precedenti risultati. 


SPEZZAMENTO DELLE CURVE GOBBE ALGEBRICHE DI ORDINE # TRACCIATE SU_ 

DI UNA QUADRICA, NON DEGENERE; IN RETTE E CURVE DI MINOR ORDINE 

ED IN PARTICOLARE IN # RETTE. i 

A pag. 312-313 del vol. ‘64° dei Math. Ann. il Brill, nell’ esempio 
n. 4, considera l'equazione di una curva sghemba di ordine n tracciata su 
di una quadrica, curva che incontra le generatrici di una schiera in é punti 
e quelle dell’altra in % punti, ove è à +-% = n. Riprendo questo esempic per 
fare intorno ad esso alcune osservazioni e per dedurne alcune proprietà gene- 
rali dello spezzamento in rette di una tale curva. 

Proiettiamo la curva da un punto della quadrica, supposta non degenere, 
e poniamo, sul piano di proiezione y = 0, il vertice 2 =t =0 nel punto mul... 
tiplo secondo %, scelto in modo che sia dò <%-+ 1 cioè i - 1<Zk4H- 1, culo 
iZk+4-2 (®). 


(84) Il punto doppio deila quartica gobba nello spezzamento rimane per la cubica punto 
doppio effettivo, per il che la cubica risulta piana, 

(8) La proiezione, all’infuori del punto 2 =t = 0, non ha infatti altro punto multiplo 
che il punto multiplo secondo i; tale disuguaglianza può sempre essere verificata, invertendo 


ove occorra i e k. 
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Allora Vequazione della proiezione A = 0 prende la forma : 


Aa, 4 bet, + ep, +... +. np, (89) 


e si ha in corrispondenza la seguente equazione di monoide : 


PVT Pi 10 Ila 
— __- A (per essere dì <k-+1), 


SESSO PI 
A g, 


ove unica condizione per N è che questa forma si annulli come A nei punti 
d’incontro delle curve A —=0 e A—=0. 

Prima di soddisfare a questa condizione osserviamo che la precedente 
equazione di monoide, considerata dal Brill, corrisponde certamente all’ e- 
quazione più generale di monoide solo per è > — 2, mentre per dà <%k — 2 


le forme 8 e N, che si ricavano dall’identità di Noether: ‘ 
i 

Ag = MA + NA’, } 

possono condurre ad una equazione di monoide che non è la più generale; però i 
se la curva gobba rappresentata non è piana (il che in generale avviene per i 
i > 1), irriducibile e senza punti multipli, come si suppose nel formare Vequa- i 
zione della proiezione A = 0, il discriminante della sua equazione non avrà 


particolarità tali da influire sullo spezzamento della curva e lo spezzamento 
dedotto da tale equazione si può ritenere generale. Dovremo considerare a 
parte l’equazione generale per è —=1, il che si farà in seguito. 

Soddisfacendo la condizione trovata per N si ottiene, a meno di una forma 
additiva lineare in x, 2 e t, cioè a meno di una trasformazione proiettiva della 
curva, la seguente equazione per il monoide : 


e Sr Me CE Se, Pe È ILS 


I a 


dea ) 


Pi 


a cui corrisponde come equazione della curva dello spazio : 
Q=a xo +b o (gp A i + Ap 0 (8). 


(28) Ove al solito ax, da , . | - , gx sono forme aabitrarie in 2 e t del grado dell’ indice e 
%, = 0 è la retta passante per il punto multiplo secondo i ed uscente dal vertice 2 = ? = 0. 

(8) Nell’artieolo del Brill in questa formola vi è un errore di stampa, trovandosi pi; 
in Inogo di p;_,. 

(33) Osservando la forma dell’equazione di questa schiera di coni si può dimostrare, in- 
versamente, che se una curva d’ordine n è proiezione di una curva sghemba, pure di ordine n, 


‘irriducibile e senza punti multipli effettivi, avento due soli punti multipli apparenti, rispetti- 
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Se le forme binarie a, ,d,.... avessero un fattore lineare comune a,, la 


curva gobba si spezzerebbe in una retta giacente nel piano a,—=0, staccandosi 
a, da , e in un’altra curva gobba di ordine n — 1. 
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In proiezione la retta staccata incontrerebbe la curva rimanente in (n—%) 


punti distinti dal punto e = t=0, ove la curva d’ordine (n — 1) avrebbe un 
punto multiplo secondo (kK — 1); quindi iu tal caso la proiezione acquista al- 
tri i nuovi punti doppii (che saranno effettivi) e il sno genere p diminuisce 


di (n — k) unità. 


î 


Se eonsideriamo poi separatamente la curva di ordine (n—1), pure trac- 


ciata sulla quadrica, per essa si trova il genere : 


P=P_RAEEHTI() en e 


Dunque : la curva R?, si spezza in una retta cd una Rp',-,, che viene in- > 


contrata dalla retta in i. punti, e che incontra in i punti le generatrici di una 
schiera della quadrica non degenere su cui risulta tracciata, in (XK — 1) punti le 
generatrici dell’altra schiera (*). 

Rimane però da considerare il caso è = 1, per il quale si ha 


AS A, da Ax 4) =“ 0, 


ed in corrispondenza : 


vamente multipli secondo è e secondo %, ove è. î +kK = n, quest’ultima giace sopra una qua- 
drica non degenere, e la proiezione è ottenuta da un punto della quadrica stessa esterno alla 
curva; una schiera di generatrici della quadrica incontra la curva in % punti e 1’ altra in è 


unti e quest’ultima schiera è ‘data dalle intersezioni dei piani corrispondenti dei due fasci 
p q P 


proiettivi : 
Xx + py= 0 ) 0,4) + pia = 0 


REVO i i 
(i cui assig =y = 0 e #==t= 0 sono fra loro sghembi), al variare di i e quindi del cono 


della schiera Q — 0. : i . 


Di 
1 


+ 


(9) Osserviamo che il punto multiplo secondo i non potrà stare sulla retta a, = 0, es- 


sendo «x, un fattore di ax, e sarà quindi punto multiplo secondo i pure per la curva di or- 
dine (n — 1). 


(49) Ci varremo di questl risultati solo per è < % + 2, per le ipotesi fatte, pur giungendo 
ugnalmente a conclusioni generali ; osserviamo che togliendo quell’ ipotesi 1 equazione Q ge- 


nerale non si può calcolare. 
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con l’unica condizione che d,4, contenga i fattori comuni ad @, e dyyi } 
Q—=a,0+ (40,4 + por4) = 0. 


Se a, è @,3, avranno un fattore comune, esso sarà fattore di £, e, staccan- 
dosi dalla proiezione piana una retta uscente dal vertice a =t = 0, la curva 
gobba si spezzerà in una retta ed una curva R?,-,, Che viene incontrata dalla 
retta in un punto (dunque ancora in è punti) essendo XK =n — 1; varrà per p' 
pure in questo caso la formola generale trovata. 

?artendo da questa forma di spezzamento, che si è dimostrata generale, 

e considerando successivamente i valori crescenti di è a partire dal valore 1° 
tenendo poi fisso ogni valore di i? ed in corrispondenza facendo variare & in 
ordine crescente a partire da (è — 1), onde sia î<k+- 2, si può successiva. 
mente ottenere la forma di spezzamento finale in » rette delle curve gobbe 
algebriche di ordine e genere qualsiasi tracciate su di una quadrica non de- 
genere. 
i Infatti per i—=lek=0 si ha una curva di 1° ordine cioè una genera- 
trice qualsiasi; per i —1 e k=—=1 si ha una conica degenere nella curva pre- 
cedente ed in una retta che ad essa si appoggia in un punto, cioè si ha una 
generatrice dell’una schiera e una dell’altra; per ìi=1e%k=2 si ha una R$ 
degenere nella conica precedente ed in una retta che ad essa si appoggia in 
un punto, cioè una generatrice di una schiera a cui si appoggiano due del. 
l’altra schiera; ecc. ..., 

Per i—=2 e k=1 si ha la precedente Rj; per é—=2 ek=2 si ha una 
Rì spezzata nella R$ dianzi considerata ed in una retta che ad essa si appog- 
gia in 2 punti, cioè 2 generatrici dell’una schiera a cui si appoggiano 2 ge- 
neratrici dell’altra schiera; per î —=2 e XK—3 si ha una R$ spezzata in due 
generatrici dell’una schiera a cui si appoggiano 3 dell’altra schiera; ecc... . 
La medesima Rî si ha per i—3 e kK=2 e da essa si deducono gli spezza- 
menti in rette delle curve a cuigcorrisponde il valore di è =3; ecc... .. 

Generalizzando queste considerazioni, possiamo concludere : 

Una curva gobba di ordine n, tracciata sopra una quadrica non degenere, e 
tale che incontri le generatrici di una schiera în i punti e quelle dell'altra in k 
punti (ove è i 4-k= n), spezzandosi in n rette risulta formata da k generatrici 
del’una schiera e da i generatrici dell'altra: in particolare per le curve razionali 
risulta sempre i=1, oppure k =1, e spezzandosi in n rette tali curve risultano 
formate da una generatrice di una schiera e da (n —1) generatrici dellaltra. 

Applichiamo questo risultato alle curve di dato ordine e genere massimo. 
Se ordine è pari, si ha una R@©-5,, che incontra tanto le generatrici di una 
schiera quanto quelle dell’altra in » punti, e che può spezzarsi in una R?',,1 
ed in una retta che l’incontra inn punti, ove è p' = (n — 1)(n — 2). 

Ora questo è proprio il genere massimo per una eurva di ordine dispari 
(2n — 1). Partendo poi da tale R?,_,, che incontra le generatrici di una 
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schiera in d =» punti. e quelle ATE in k—1=n—1 punti; si potrà. 
spezzarla in una R?",_, (ove è p"= (n — 2) — 1) ed in una retta che P in- 
contra in n punti, oppure in una R?”,,_, (ove è p — (n — 2) genere massimo 
per una curva di ordine (2x — 2)) ed in uma retta che 1° incontra in (n — O 
punti (*). 

Potremo dunque concludere: Una curva gobba d’ordine pari 2n e di genere 
massimo giace sopra una quadrica non degenere è ne incontra le generatrici ‘di 


entrambe le schiere» in n puuti ; spezzandosi in rette e curve di minor ordine la 


prima forma di spezzamento a cui dà luogo è una retta ed una Rs,-, pure di genere 
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massimo, che viene incontrata dalla retta in n punti ; la forma estrema di spez- 
camento avviene secondo n generatrici del’una schiera ed n dell’altra. Una curva 


gobba di ordine dispari (2n -— 1) e di genere massimo giace sopra una quadrica 
non degenere e ne incontra le generatrici di una schiera in n punti e quelle del- 
l’altra in (n — 1) punti; .spezzandosi in rette e curve di minor ordine le prime 
forme di spezzamento a cui dà luogo sono: una retta ed una R,,-, di genere mas- 
simo che wiene incontrata dalla retta in (n —1) punti, oppure una retta cd una 


R.,_s di genere inferiore di una unità al genere massimo che viene incontrata 
dalla retta in n punti; la forma estrema di spezzamento ha luogo secondo n ge- 


neratrici delVuna schiera cd (n — 1) generatrici dell'altra. 
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(41) Infatti sia peri=ne%=wn—1 che peri=-=n—-1ek=nò verificata la rela 5 


zione i < È + 2 (notiamo che risulta verificata pur invertendo è e % proprio solamente quando 


tali numeri differiscono di una sola unità) e la forma di spezzamento trovata doo Teste o 


per il caso è < k + 1 può essere ora applicata due volte. 








NULLA JACOBIANA 
DI UNA RETE DI SUPERFICIE ALGEBRICHE 


NOTA III 


DI 


MARINO PANNELLI (a Roma) 


Im due Note che portano lo stesso titolo del presente seritto, inserite nei 
volumi XLI e XLII di questo Giornale di Matematiche, ho studiato i caratteri 
della curva jacobiana di una rete di superficie algebriche, nell’ ipotesi in cui 
la base della rete medesima sia costituita da curve e da punti multipli ordi- 
nari, ammettendo però che quelle curve non si appoggino fra loro e non pas- 
sino per questi punti. In questa terza Nota mi propongo di togliere Vanzidetta 
restrizione (!). 

Il metodo che adopro non è quello stesso che ho seguito nelle due Note 
precedenti, che è poi il metodo tenuto dal Cremona per ealcolare l’ordine 
della jacobiana nel caso particolare di una rete dotata di soli punti fondamen- 
tali semplici (£). Esso richiederebbe un esame un pò minuto del modo di com- 
portarsi delle-superficie, che nelle due Note citate ho indicato con F,, nei 
punti d’appoggio delle curve fondamentali fra loro e nei punti fondamentali 
per i quali queste curve passano. Invece faccio uso del metodo, che con van- 
taggio ho applicato, per risolvere nelle stesse ipotesi qui ammesse, il problema 
della determinazione dei punti doppi di un fascio di superficie (*. 1l quale 
metodo consiste nel sostituire alle curve fondamentali in prossimità sia dei 





(4) In seguito, quando avrò bisogno di richiamare le due Note sopra ricordate, le indi- 
cherò rispettivamente con le notazioni: N. I e N. II. 

(?) Preliminari di una teoria geometrica delle superficie. x 

(3) Sul numero delle superficie di un fascio dotato di un punto doppio , Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, t. XXXVI, 1913, 
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a 4 punti in cui si appoggiano Vuna all'altra, sia dei punti fondamentali per cui 

di passano, altrettante rette di moltiplicità Suit a quelle che le curve anzidette | 

hanno per le superficie della rete data, e quindi nel trasformare birazional- 

sa mente la rete così ottenuta in un’altra la cui base non presenti più siffatte | 

; particolarità. | “GF 
$ 1 ) 


1. Suppongasi di avere una superficie F dell’ordine », la quale possegga | 
due rette incidenti » ed s, multiple ordinarie secondo i numeri 2 |< ® ed « ri- 
spettivamente, essendo nh = 0. Se queste due rette si scelgono come spigoli 24 
(e, =0,a,=0) e 14 (a =0,2,=0) del tetraedro di riferimento 1234, 1 e- 
quazione della superficie prende la forma seguente : i a" 





Wi (uo, vi | Uo,id1 pa Va - Uo,it2 Dirt 0594 -- ce0e + Uo,i+1:%3) a, pereri + 


Sl + (00,1 VOTA 00, + Wai 2 10 +- + Up) a 
-: + (Moio V3 2 TE dir VT a A dg, 0 LE A gta Lv È 





+ tia, ipa 0319) a ap do 





dove i simboli 2,14, 3 %,,ttx + Uk, +». rappresentano forme dei dra IT 













delle variabili #,,,,,, mentre ogni altra lettera « denota una doni delle 
sole variabili x,,, del grado indicato dal primo dei due indici da cui essa 
; È >» 


fe. © è affetta. 





1 u—=0 ; u'=0 . besten 
SI sono altre due equazioni analoghe alla precedente, equazione : | 
id “ ahi Xu + pu” = 

me À ; 3 È & 


nella qual i e n indicano dia ti ea Venabili rappresenta una crete. di 


ficie F, e quindi, al pari di questa, ha «1 vertice 4 un nani BAI secondo. 
è A, e il cono ivi tangente si spezza nel piano 124 (x, = 0), cioè nel piano 
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delle due rette singolari x ed s, contato i volte, e in un gruppo di % piani, 
passanti per la prima delle due rette medesime, avente per equazione : 


(0,0 + voi Le + vota RE ++ ot 3) 
A (Wait oi ee Wo Wat ta 4) A 


" b"3 ” pnl "I eco: a SALE n, 34 
H (WA e AU e E ap ia = 0. 


In particolare, se è RK = 1, questo gruppo di piani si riduce ad un sol 
piano, che ha come equazione : 


È PI, 14, A SA 7p nf 
(duo, + Uol + oi) 0, + (dora 4 Wo,itid + opa e) da = 0. 
Assoggettando i parametri ) e y a soddisfare le due relazioni : 
, \ IAA ni Bi , ,I EER, 
Uori T Woih 4 "o, = 0 ) Uoiki + WoritiA 4 opa = 0 


si viene a determinare una superficie della rete, la quale, come: risulta dalla 
sua equazione, non ha più nel vertice 4 un punto (è -|- 1), ma un punto mul. 
tiplo secondo è -- 2, in cui il cono tangente si scinde nel piano delle due 
rette » ed s, contato è — 1 volte, e in un cono del 3° ordine; che possiede la 
prima di-queste due rette come generatrice doppia e la seconda come genera. 
trice semplice. E questa è la sola superficie della rete che. possegga siffatta 
singolarità, perchè i coefficienti w0,;  Wo,; 3 0,55 Cd @g,i41 4 Wo,iti 304 essendo 
dati ad arbitrio, le due precedenti equazioni lineari in X e w hanno una sola 
soluzione comune. 

In secondo luogo suppongasi & = 0. In tale ipotesi una superficie generice 
della rete ha nel vertice 4 un punto multiplo secondo è, ed il cono ivi ad 
essa tangente si riduce al solo piano delle rette r ed s, contato i volte. 

Se i parametri ) e p si scelgono in modo da verificare la relazione : 


Uoi td Wok + wo, =0, 


dalla rete data si stacca un fascio, di cui ogni superficie, come mostra la sua 
equazione, possiede nel vertice 4 non più un punto ?, ma un punto multiplo 
secondo i4- 1, nel quale il cono tangente si spezza nel piano delle due rette 
r ed s, contato î — 1 volte, e in un cono quadrico passante per le rette me- 
desime. I coni analoghi tangenti nel vertice 4 a tutte le superficie dell’ anzi- 
detto fascio, formano parimenti un fascio, di cui la base è costituita da quat- 
tro rette, delle quali due sono » ed s, e le due rimanenti si chiameranno p 
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e q. Questo fascio di coni quadrici contiene tre coppie di piani, che Sono ; 
(p4 ; 18), (pr, 98) (Ps, 


Dunque nell’ anzidetto fascio di superficie ne esistono tre, per ciaseuna delle 
quali anche il cono quadrico si scinde in due piani. Per una di esse uno di 
questi due piani è ancora quello delle due rette r ed s e 1’ altro è un piano 
passante necessariamente per il vertice 4, ma per nessuna delle rette mede- 
sime. Per ciascuna delle altre due superficie invece, dei due piani tangenti nel 
punto 4, uno passa per la retta r e l’altro per la retta s, 


2. Fra due spazi a tre dimensioni Y e Y' si imagini stabilita la trasfor- 
mazione birazionale, già studiata dal Cremona ('), per la quale il sistema 
omaloidico dello spazio X è formato dalle quadriche 9 passanti per una retta 
Ce tre punti O,, 0,,0,, e quello dello spazio Y' dalle superficie rigate 9’ del 
3° ordine aventi in comune una retta doppia D’ e tre rette semplici 0%, , 04, 
C',, sghembe fra loro due a due e appoggiate a D' in tre punti 1", , T,, 1, 

Quindi gli elementi fondamentali per questa trasformazione sono: nello 
spazio Y la retta C e i tre punti O, , O, } 0,; nello spazio Y', le quattro rette 
Coal, O ei 

In virtù delle proprietà della trasformazione medesima, proprietà che qui 
sì suppongono note, è facile dimostrare : i 

« Ad una superficie F', d’ ordine n, dello spazio Y', la quale possegga 
« ciascuna delle tre rette C’,, 4,0%, 
«e la retta D' come linea multipla ordinaria secondo j(j = è) corrisponde in X 
«una superficie F dell’ordine 2n — 3ì — j, la quale possiede ciascuno dei punti 
« 0, 3 0, , 0, come punto multiplo ordinario secondo n — è —j e la retta © 
« come linea multipla ordinaria secondo n — 8ì ». 3 


3 


come linea multipla ordinaria secondo è 


3. Ciò premesso, si consideri nello spazio Y' una rete |F'| di superficie F', 
ciascuna delle quali sia dotata delle medesime singolarità ammesse per la su- 
perficie F' del teorema precedente. Ad essa corrisponde in Y una rete |F| di 
superficie F, che godono delle proprietà dimostrate nel teorema stesso. 

Alla jacobiana J della rete |F| corrisponde la jacobiana J° della rete |F° 

Ora (N. I, n. 5, I) la jacobiana J è dell’ordine : 





. 


6(2n — Bi — j — 1° — [6(n — 3if — 3(n — 33) — 1) = 


= 18n° 4 6} 





36ni — 24nj + 365 — 21n + 27i + 127 + 7. 


(4) Sulle trasformazioni razionali dello spazio, Annali di Matematica (2), t. IVA 











Inoltre (N. I, n. 5, 1I) essa possiede ciascuno dei punti O, ,0,,0, come 


punto multiplo ordinario secondo : 
6n—i—-j)(n—i--j_-1)=60n°H-68-+6}—-12ni--12n)4-12i)--6n4-6i+-6). 


Infine (N. II, n. 7, V) si appoggia alla retta C nel seguente numero di 
punti : 


12(2n — 3i — j)(n — 3i) — 3(2n — Bi— j) — 12(n — Bif — 6(n— 3i) +4 = 
= 12n° - — 36nî — 12nj + 367} — 12n 4-27i |-3j 4 4. 


In virtù di queste proprietà, la quadrica g di Y corrispondente ad un 
piano 2‘, preso ad arbitrio nello spazio Y’, incontra l’anzidetta jacobiana J in 


Gn l'IP sica — Bi — 1) — (66—3j—1) 


punti. In altrettanti punti il piano a’ deve incontrare la jacobiana J'; epperò 
il numero dei punti medesimi dà ordine di questa curva. 

Si ottiene lo stesso risultato calcolando direttamente Vordine di J', me- 
diante il teorema I del n. 5 della Nota I, già innanzi ricordato, applicabile 
ad una.rete qualunque, e quindi anche ad |F'|.. 

In un modo o nell’altro resta provato : 

« La jacobiana J' della rete |F'| è dell’ordine: 


G(n — 1} — 3(6 — 3i — 1) — (69° — 35 — 1). 


4. Per le proprietà dimostrate nel n. 1, se si chiama % la differenza j—d 
e si suppone È > 1, ogni superficie della rete |F| possiede in ciascuno dei tre 
punti T",,T,, 7, un punto multiplo secondo j =î + k, e il cono ad essa 
tangente in uno di questi punti, per esempio in T’,, si spezza nel piano delle 
due rette D’' e C’,, contato è volte, è in altri » piani a/, (= 1, 2, 3,.../), 
passanti per la retta D’, i quali sono in generale tutti distinti fra loro, perchè 
si è supposto che le rette D' e 0, siano multiple ordinarie. Ad uno qualunque 
a/, di questi piani dello spazio Y' corrisponde in Y un piano a, , passante per 
la retta O, il quale incontra la retta 0,0, in un punto M,. Alle rette R di Y, 
condotte per M,, corrispondono in Y' le coniche ‘, appoggiate in un punto a 
ciascuna delle rette C’,, C’,,0',, passanti per il punto T’, e ivi tangenti al 
piano «’. Quindi, tenendo ancora presente Vipotesi fatta sulle singolarità delle 
rette D' e C7,, una qualunque delle anzidette coniche ‘7’ incontra ogni super- 
 ficie 1°, d’ordine n, in 2n — 3i —j —1 punti, fuori delle rette Cl‘, ,0°,, 07€ 
del punto T',. In altrettanti punti variabili la corrispondente retta R deve 


tesi la rete |F'| possegga (n. 1) tre superficie F° 


ragni Pei E RA ci De MIE OTTO ta 
% A MOI y ° ott LR Ai E SEE Y 
i x ; sa «bi ne d 
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incontrare la superficie F, che corrisponde alla superticie F' considerata, @ 
perciò ricordando che F è dell’ ordine 2n — 3Î — j, si conclude che la stessa | 
superficie F_ passa semplicemente per il punto M,. Dunque, quando è %R > 1, 
ogni superficie F della rete 





F| incontra la retta 0,0,, fuori dei punti O, e O,, 
in altri 4 —=j — è punti, che sono tutti semplici per la superficie medesima e 
in generale distinti fra loro ('). Per conseguenza nell’ ipotesi di % >1, non 





esiste nella rete |F| alcuna superficie che possegga un punto doppio sulta retta 
0,0,, e, per le stesse ragioni, neanche sulle rette 0,0, e 0,0,, situato fuori 
dei punti O, , 0,, 0,. Di qui si ricava che la jacobiana J della rete |F|, 
sempre nel caso di h > 1, si appoggia alle tre rette anzidette soltanto nei punti 
0,,0,,0,; e quindi la jacobiana J' della rete |F'| non passa per alcuno dei 
IUZTA VE VOVA OA e È 

Questa proprietà vale anche se si suppone %R = 1, sebbene in questa ipo- 
is E, F dotate di un punto 
(i+ 2)?, anzichè multiplo secondo i--1, in T’,,T,,T', rispettivamente; 
poichè si dimostra, con considerazioni analoghe alle’ precedenti, che le corri- 
spondenti superficie F, , F,, F,, al pari delle altre superficie della rete [IF], 
non posseggono alcun punto doppio sulle rette 0,0, , 0,0, , 0,0, , fuori dei punti 
O, ,0,, 0,, ma solo contengono, come linee semplici, rispettivamente queste 
stesse rette (?). 

In fine, se è #—0, nella rete |F'| esistono (n. 1) tre coppie ciascuna for- 
3 9 Lia de ROTTI 
punto è, ma un punto multiplo secondo è -|- 1. Se H', e K”, sono le due su- 
perficie che presentano questa singolarità nel punto T” 


mata da due superficie aventi, in uno dei tre punti T", , T' 


x» È coni ivi ad esse 
tangenti si spezzano nel piano delle due rette D' e C’,, contato è volte, e 
sono completati l’uno da un piano a’ e l’altro da un piano f', entrambi pas- 
santi per la retta D'. A queste due superficie corrispondono nella rete |F| due 
superficie H, e K,, le quali, come è facile dimostrare mediante procedimenti 
analoghi a quelli seguiti nel caso di & = 1, posseggono un punto doppio sulla 
retta 0,0,, fuori di O, e O,; quella nel punto A e questa nel punto B, in 
cui la retta medesima è incontrata rispettivamente dai piani « e f, corrispon- 
denti ad a’ e f'. Le superficie H, e K, sono le sole fra quelle della rete |F|, 
che godono dell’anzidetta proprietà (*); epperò la jacobiana J della rete mede- 


(4) Che il numero dei punti d’intersezione di una superficie F_con la retta 0,03, fuori 
di O, e 03, sia j— i, si deduce anche dal teorema del n. 2:;} ma questo non basta per affer- 
mare che i detti punti siano semplici e distinti Vuno dall’altro, 

(2) L'esistenza nella rete |F| delle tre superficie F, , F2,, F3, che posseggono come sem= 
plici le tre rette 0,0; , 030, ; 0,03, è confermata dalle proprietà dimostrate nel teorema del 
numero 2, 

(3) Per il teorema del n. 2, nel caso & = 0, le intersezioni della retta 0,03 con una su- 
perficie generica della rete |F| sono tutte assorbite da due punti 0, e 03. Quindi le superficie. 
di questa rete assoggettate a passare per un punto scelto ad arbitrio sulla retta 0,03; formano 
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sima si appoggia in due punti alla retta 0,0,, e così a ciascuna delle altre 
due rette 0,0, e 0,0,, fuori dei punti O, ,0,, 0, 

Per conseguenza la jacobiana J’ della rete |F'| passa con due rami per 
ciascuno dei punti T",,T%,,T% 0 . 

Riassumendo sì conclude pertanto : 

« Se è j>i, la jacobiana J' della rete |F'| non passa per alcuno dei 
«punti 1", ,71",,T,; se è j—=%, essa possiede un punto doppio in ciascuno 
« dei punti medesimi ». 


5. Ad un piano a/' di Y', condotto ad arbitrio per la retta C’,, corrisponde 
in X un piano « passante per la retta 0,0,. Per le proprietà ricordate nel 
n. 3, questo piano a incontra la jacobiana J, fuori dei due punti O, e O,, in 
altri : i 


(18n° + 65° — 36nî — 24nj + 36îj — 21m + 276 + 12j 4 77) 


— 26n° + 6 4 6° — 12ni — 12nj | 121) — 6n + Gi + 6)) = 
= Gn° — 12% — 6)? — 12ni 4- 12îj — In 4 15Î + 7 


punti. Quindi quel piano e’ deve incontrare la jacobiana J’ in altrettanti punti 
situati fuori della retta C‘,; epperò ricordando (n. 3) l’ordine di questa jaco- 
biana, si trova che essa si appoggia alla retta C’,, nel seguente numero di 
punti : : 


(1) y [6(n — 1) — 3(6°° — 3i — 1) — (6° — 6GjG— 1)|— 
— (6n° — 128 — 6j — 12ni + 12ij — n + 155 + 7) = 
= 8(4i — 1)n — 2(60° 4 3i — 2) — [6i(2j — dè) — 3j+ 1) 
Le considerazioni precedenti valgono solo se è j > i, poichè in tal caso 
la jacobiana J non si appoggia alla retta 0,0, che nei punti O, e O, (n. 4). 


Ma seè j—= i, la curva J si appoggia all’anzidetta retta in altri due punti A 
e B, e perciò il numero dei suoi punti d’incontro variabili con il piano a, e 


tl 





un fascio, alla cni base appartiene la retta medesima. Applicando una nota formola del N o e- 
ther (Sulle curve multiple di superficie algebriche n. 5. Annali di Matematica pura ed appli- 
cata. Serie II. Tomo V) si trova che la eurva, la quale completa la base dell’anzidetto fascio, 
si appoggia alla retta 0,0,, fuori di 0,0}, in due punti A e B, ciascuno dei quali, come si 
sa, è un punto doppio per una superficie del fascio medesimo. Si ha così una prova della 
proprietà suesposta, 
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quindi anche quello delle intersezioni mobili della jacobiana J/ con il piano o’, 
diminuisce di due unità. Ciò porta di conseguenza che aumenti di due unità 
il numero dei punti d’appoggio di questa curva J' con la retta C’,. Ma ai due 
rami con î quali la jacobiana J si appoggia alla retta 0,0, nei punti A e B, 
corrispondono (n. 4) i due rami con i quali la jacobiana J’ passa per il punto 
T',. Quindi, se si prescinde dai due punti, che la curva J' e la retta 0°, hanno 
in comune nel punto T’,, può dirsi che la formula (1) dà in ogni caso il nu- 
mero dei punti d’ appoggio della jacobiana J' con la retta O°,, fuori del 
punto T",. 

Ora se la retta C,, la quale è multipla per la superficie F' della rete |F'| 
secondo i, non incontrasse in T', la retta D', il numero dei punti d’appoggio 
con essa della jacobiana J’ sarebbe (N. II, n. 7, V): 


3(4i — 1)n — 2(6î 4- 3i — 2). 
Dal confronto di questa formula con la precedente si deduce : 


« L'esistenza del punto d’incontro T', della retta C’,, multipla secondo i 
F'| con la retta D', multipla per le stesse su- 





« per le superficie della rete 
« perficie secondo j, essendo j = ?, diminuisce di 


6:24 — è) — 3j +1 
« unità il numero dei punti d’ appoggio della jacobiana J’ con la retta O, ». 


6. Poichè ad un piano o’ di Y’, condotto ad arbitrio per la retta D', cor- 
risponde in Y un piano passante per la retta C, così, tenendo presenti le pro- 
prietà dimostrate nel n. 3 e ripetendo ragionamenti analoghi a quelli fatti nel 
n. prec., si trova che la jacobiana J’ si appoggia alla retta D' nel seguente 


numero dei punti : 
3(4j — 1)n — 2(6}° + 3j — 2) — 3(6î° — 3i — 1). 


Se è j > i, la jacobiana J’ non passa per nessuno dei punti T'j, T,,T; 
invece, se è j— ?, essa possiede un punto doppio in ciascuno dei punti me- 
desimi (n. 4). Quindi, nel primo caso, i punti d’appoggio della jacobiana dl 
con la retta D' cailono tutti fuori dei punti T”,,1",,T%, e il loro numero è 
dato dalla formula precedente; nel secondo caso, ne cadono due in ciascuno 
dei punti T”,, 71", ,71", epperò il numero di quelli distinti da questi punti, è 
eguale al numero precedente diminuito di 6 unità. i 

Ora se la retta D' non incontrasse le rette C°,, 0°, 0”, il numero dei 
punti d’appoggio con essa della jacobiana J' sarebbe (N. II, n. 7, V): 


3(4j — 1)n — 2(6P + 3j — 2). 





Tao 
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Dal confronto di questa formula con la precedente segue che per il fatto 
/ 


che la retta D’ ha un punto comune con ciascuna delle rette C’,,0%,, 0%, 
l’anzidetto numero diminuisce di 


3(68 — 3i — 1) oppure 3(6° — 3i +41) 
unità, secondo che j è maggiore di i, oppure eguale ad i. Siccome le rette 


0',, 0,07 sono multiple ordinarie per le superficie della rete [F"| secondo lo 
stesso numero 7, e a due a due non si appoggiano fra loro, così esse produ- 





cono riduzioni eguali, epperò la riduzione prodotta da una (sola è la terza 
parte della viduzione totale. Si conclude pertanto : 

« L’esistenza del punto d’ incontro T', della retta D', multipla secondo j; 
« per le superficie della rete |F'|, con la retta C‘,, multipla per le stesse su- 
« perficie secondo è, diminuisce di 


6° —-3i-1 oppure 6 —3i +41 


« unità il numero dei punti d’appoggio della jacobiana J' con la retta D', se- 


x . » 


<"eondo che è j >, oppure j—=i». 

Questo teorema è d’accordo nella seconda sua parte, con quello dimostrato 
nel n. 5. Infatti questo ultimo vale per j= i; e se in esso si pone j—= i, sì 
ottiene il risultato precedente. 


7. Dai teoremi dimostrati nei numeri 4, 5 e 6 e dal teorema V del nu- 
mero 7 della Nota II si deduce: 

« Suppongasi che la base di una rete di superficie dell’ordine n contenga 
« due curve O e O degli ordini m ed »m' e dei ranghi r ed r', appoggiate fra 
« loro in s punti, multiple ordinarie per le superficie della rete secondo i nu- 
«meri è e |. i 

<«Se è î<j, la jacobiana J della rete non passa per i punti d’ incontro 
« delle due curve C e 0‘, si appoggia a © in 


(2) [B(4i-1)n—2(62-4-3i—2)]m—3i(2i-1)r--[6i2}—i)—3j4-1]s 
« punti e a C' in 
(3) [B(4j—1)n—2(6f-+3j—2)]m'—3jj—1r"—(62—3i—1)s 


« punti. 
«Se è î=), la jacobiana J possiede un punto doppio in ciascuno dei 
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« punti comuni alle due curve Ce 0; e_si appoggia a queste in altri : 


[B(4i-1)n—2(6-+3i—2)]m—3i(2i—1)r—(62—3i-1)s 


[B(4i—1)n—2(62 +3i—2)]m'—3i(2i-1)r--(61°—3i+1)s 


« punti rispettivamente. i 

« Si noti che la prima delle formule (4) si deduce dalla (2), quando in 
« quest’ultima si ponga j =? Quindi può dirsi che la. stessa (2) vale per 
<IZ]j >». 


8. Come la proprietà enunciata nel n. 2, relativamente alla trasformazione 
birazionale fra i due spazi Y e Y' ivi considerata, così sì dimostra la se- 
guente : i 

« Ad-una superficie d, d’ordine », dello spazio Y, la quale passi. sempli- 


« cemente per la retta C e per i due punti O, e O, e possegga il punto O, 


A 


« come punto multiplo ordinario secondo /, ed una retta é, passante per O, e 


A 


< 


A 


non appoggiata a C, come linea multipla ordinaria secondo i, essendo î < L, 


A 


« corrisponde in Y' una superficie 4’ dell’ordine 3n — — 4, la quale possiede 
«le rette <D%, OC rO° 


19 3 
«2n-1-3,n-1-1,n-2,n —2 rispettivamente, e la retta d,\xoorm-S 


come linee multiple ordinarie secondo i numeri 


< 


A 


spondente a #, appoggiata anto a C, quanto a C',, come linea poi ordi- 


« naria ». 


A 


9. Ciò premesso, si consideri nello spazio: XY una rete |p| di superficie %, 
ciascuna delle quali sia dotata delle medesime singolarità ammesse per la su- 
perficie ) del teorema precedente. Ad essa corrisponde in Y' una rete |y'] di 
superficie 4", che godono delle proprietà dimostrate nel teorema stesso. 

Alla jacobiana J della rete |L| corrisponde la jacobiana J' della rete |g'] 
e il numero dei punti d’appoggio della curva J con la retta #, fuori del punto 
O,, è eguale a quello dei punti d’appoggio di J’ con t/. 

Ora l’ultimo di questi due numeri si può subito calcolare applicando. il 
teorema del' n. 7, e precisamente la formula (2) ivi dimostrata, giacchè in 
virtù delle ipotesi i<l ed 21< n, il grado di moltiplicità, i, della retta #/ non 
può superare quello, n — 2, delle due rette 0°, e C‘,. Così ponendo nell’anzi- 
detta formula in luogo di m, r, n, è, j rispettivamente 1, 0, 3n—/—4, i, n—-2, 
Si trova che il numero dei punti richiesto è: : 


3(4i-1)(3n—1—4)--2(02-+3i—2)[6i(2n--4—i_3(n—2)+1]2= 


i 
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Se la retta £ non passasse per il punto singolare O,, il numero dei punti 
d’appoggio con essa della jacobiana J sarebbe (N. II, n. 7, V): 


3(4i — 1)n — 2(60 + 3i — 2). 
Dal confronto di questa formula con la. precedente si deduce : 
« Il passaggio della retta #, multipla ordinaria secondo è per le superficie 
+ della rete |g|, per il punto O,, multiplo ordinario secondo / per le super 


& 


« ficie medesime diminuisce di 
Sil — i) — 31-42 
« unità il numero dei punti d’appoggio della jacobiana J con la stessa retta t ». 


10. Da questo teorema e dal teorema V nel n..7 della Nota II, segue: 

« Se la base di una rete di superficie dell’ordine » contiene una curva C 
« dell’ ordine m e del rango-r, multipla ordinaria secondo i e un punto P 
« multiplo ordinario secondo per tutte le superficie della rete, il qual punto 
« sia inoltre. multiplo ordinario secondo h per la curva €, il numero dei punti 
« d’appoggio con questa eurva della: jacobiana J è dato dalla formula ; 


: 


[B(di-1)}m—2(62-4-3i—2) ]m—3i(2i--1)}r{12i0—i)—31+-2]h. 


$ 2. 


Nel caso particolare in cui la data rete di supeficie appartenga ad un si- 
stema lineare triplamente infinito }S$, i risultati del $ prec. possono essere ri- 
cavati seguendo un altro metodo, e precisamente quello tenuto nel n. 6 della 
Nota I, per calcolare, nella stessa ipotesi, tanto l'ordine della jacobiana quanto 
il grado di moltiplicità per essa di un punto fondamentale della rete. Si ha 
così una prova dell’esattezza dei risultati anzidetti, la quale sia per sè stessa 
che per la natura dei problemi qui studiati, merita di essere notata. 

i i N | 


1. Suppongasi dapprima che la base del sistema 5S$, ‘cui appartiene la 


rete considerata |S|, sia costituita da uca sola Tetta OÙ, A ordinaria se- 
condo î per ogni superficie S. 

Si conduca per © un piano arbitrario ®. Questo taglia la superficie. jaco 
biana 8 del sistema $Sf secondo una curva H dell’ordine: 


4(n'—A1) L(W&—1), 


sulla quale ora non esistono i punti, che .nella Nota I vennero indicati con la 
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lettera N, perchè il sistema jSì non possiede, per ipotesi, altre linee fonda. 
mentali oltre la retta O. % 





SA Lo stesso piano © sega la rete [S| in una rete di curve dell’ordine n — è, 
A la cui Jacobiana T dell’ordine : 

DS 

SÒ. 3n—i—-1) 
w possiede ora 


Miti 


punti M (N. I, n. 6), che appartengono pure alla curva. H. 
. Quindi le due curve H e T si tagliano, fuori dei punti M, in altri : 





[4A(n—1)—(4i--1)]-3n—i—1)—6@—i-1)= 


I 


n Aa E 


[6(n—1)—(6—3i—-1)]—[3(4i—1)n-®2(62+3i—-2)] 


biana J della rete |S|, situati fuori della retta ©. S ar 
E poichè (N. I, n. 5, I) V’ordine di questa Jacobiana è: 


DE yunti. 

È. | | 
» Questo è dunque il numero dei punti d’incontro del piano ® con la Jaco- 
fo 

Dx 


e 
AA 
+% 


6 —1P—(62—3i—1), 


si conclude : 


«La Jacobiana J della rete |S| si appoggia alla retta C in 


No 


3(4i— 1)n— A6E4 3i — 2) 


« punti ». 
Questo risultato è d’accordo con quello contenuto nel teorema V del n. T 
della Nota II. i | ù 


a: è 
PA 


2. In secondo luogo si faccia l’ipotesi che la base del sistema jSj sia for-. 
“mata da due sole rette C e C'’, appoggiate fra loro in un punto T, multiple. 
ordinarie per le superficie S secondo i numeri i e j, dove sia d<J. 

Ora il piano © si conduca per la retta C. Esso taglia ancora la superficie 
0, fuori di C, secondo una curva H dell’ordine : 


ATTRAE LA E I DET en. 


4n—-1)—(4i= 1), 
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la quale possiede in T un punto multiplo ordinario secondo : 
(mario: (di —1)=4j-—-4), 
perchè le rette C e C' sono multiple ordinarie per la superficie 9 secondo i 
numeri (4i — 1) e (4j E; 1) rispettivamente, ed oltre T non ha altri punti sin- 
golari. 

Le curve della rete secondo cui il piano © sega la rete [S| sono ancora 
dell’ ordine n — i, ma adesso posseggono in T un punto multiplo ordinario 
secondo j — i. Quindi la Jacobiana T, dell’ordine 

attriti 
ha in T un punto multiplo ordinario secondo 
3j—- i — 1 
e contiene : 
(5) OA (04 Al 3) 12] 
punti M. 

Perciò le due curve H e T' si tagliano fuori dei punti T ed M, nel se- 
guente numero di punti: 

Bit) = (4i-1)]-3(n1)—4Gj—a) [3-1] 

— {6(m—i-1)}_[6(j-- f_4(j—)+-2]{= 
=6(n-1)—(6°—3i—1)—(67—3j—1)— 
—S3(4i-1)n—-2(61+3i—2)—[6i(2}—)—3j4-1]{. 

Questo è dunque, nel caso attuale, il numero dei punti d’ incontro del 


piano © con la Jacobiana J della rete data, situati fuori della retta ©. 
E poichè Vordine della Jacobiana medesima è: 


GueCcifi= (6083, (3-1) 


— si conclude che essa si appoggia alla retta C in 


(6) 3(4i-1)Ìn—2(62--3i—2)—{6i(2j}—)—8j+1] 


punti. 


re SI 


LOS 








(o 


teca an NALI MERA 


Le 





MEGANE TA Menia. 
“o Di qui ricordando (n. 1), che se le due rette O e CU’ non fossero incidenti, È 
il numero dei punti d’appoggio di J con C sarebbe: 


sete Abin 


hi ai n ; » ù \w FR i DE st ‘ 

segue che | esistenza del punto T, comune alle due rette C e O, diminuisce | 
da anzidetto numero di sata 
62} — ) = 8j+1 Mo 


unità, in accordo con il risultato ottenuto nel n. 5 del $ 1, nell'ipotesi di 1<4.2 


AS 3. Se il piano ® si conduce invece per la retta CO’, la sua curva inter: 
| sezione H, fuori di 0’, con la superficie 0 è dell’ordine : mincio. 


dali) 





e in generale non passa per il punto T. 
fp 

d Le curve della rete secondo cui il piano ® sega la rete |S|, sono dell'ordine. 
n — j, ed anche esse non passano per T. Quindi la Jacobiana T, dell’ ordine 


Pret 


I Airrelt rat 9 i 
non ha punti singolari e possiede 


6n—-j] = 1) 


punti M. 3 i 
Perciò le due curve di e hi si tagliano fuori di questi punti M, in altri. 





È | An —1)—(tj—1)}:5@a=j—1)—6n—j—1)}=6Mm—1)°—(6#—3i—1)—(G}—3j-1)- 
; 20 — [Bj 1—2(6P+3j—2)(62-3/1)] 





punti. 
Di qui si ricava, come nel caso precedente, che il numero dei punti d'api 


poggio della Jacobiana J con la retta 0° è: Aa 


(7) WA ci 


ibid 
FIFA 





e quindi che | esistenza del punto T, comune alle due AR, -C. e 95 


nuisce di i él i SER 
i \- di CAR 


die 3i 41 TRN. 
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ùnità il numero dei punti d’ appoggio di J con C’, in accordo con la prima 
parte del risultato ottenuto nel n. 6 del $ 1. 


4. Se si suppone j = è le considerazioni fatte nel precedente n. 3 non 
‘| soffrono eccezione, e quindi si conclude che il numero dei punti d’ appoggio 
della Jacobiana J con la retta C' è dato dalla formula : 


8) 3(4j — La — 26 +-3j — 2) — (6 — 351) 


Invece quelle del n. 2 debbono essere modificate, perchè, nell’ ipotesi at- 
tuale, le curve del sistema secondo cui il piano ©, condotto per la retta ©, 
taglia le superficie del sistema }Sf non passano in generale per il punto T, 
donde segue non solo che la Jacobiana considerata T non passa essa stessa 
per T, ma anche che la formula (5) non è più applicabile, ed adoperata così 
come è, somministra un numero di punti M inferiore al vero per due unità. 
Tenendo presenti queste osservazioni, è facile riconoscere come la formula (6), 
che dà il numero dei punti d’ appoggio della Jacobiana J con la retta C, si 
trasforma, per j = i, in un’altra che differisce dalla (8) solo per lo scambio 
di j in î, come era da prevedere, poichè avendo le due rette C e C° eguali 
gradi di moltiplicità, la Jacobiana J deve comportarsi nello stesso modo ri- 


spetto ad esse. 


5. Infine come piano © prendasi quello delle due rette C e Cl. 
Esso taglia la superficie 0, fuori delle due rette medesime secondo una 
curva H dell’ordine 


4A(n — 1) — (4î h 1) (4j DALE 


Inoltre le curve della rete secondo cui lo stesso piano sega le superficie 
della rete |S|] sono dell’ordine n — é — j, non passano per punti fissi; quindi 
la corrispondente Jacobiana T dell'ordine 


Bn_-i—-]— 1) 
non ha punti singolari e contiene 


6o—e—-J—1) 


- punti M. 


VOL. LV n 13 
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Perciò le due curve H e T si tagliano fuori di questi punti M in altri 


I 


(9) [(4n—1)—(4i—1)—(4j—1)]-3n—i—j—1)—6nm—i=j—1?= 
—6(m—1)-+12ij—3(4i—1)n4+-62+6i—3—3(4j—1)n-+6f+6j—3 


punti. 

Tale è danque il numero dei punti d’ incontro della Jacobiana J con il 
piano delle due rette C, e C‘, situati fuori delle rette medesime. 

Ora suppongasi é<j. In tale ipotesi, i numeri dei punti d'appoggio della 
Jacobiana J con le rette Ce C' sono dati rispettivamente dalle formule (6) 
e' (7). 

Sommando questi due numeri con il precedente (9) si ottiene : 


6n—1°— (68 —8i2=1)—(6}—3j—1), 


che è precisamente 1} ordine della Jacobiana J. Ciò dimostra che fra i punti 
d’appoggio di questa curva con le rette C e C’, dati dalle formule (6) e (7), 
non ve n’è alcuno che cada nel punto d’incontro T delle rette medesime, poichè 
se ve ne fosse anche uno solo, questo nel far la somma dei numeri (6) e (7) 
verrebbe ad essere contato due volte, e quindi la somma dei numeri stessi 
con il numero (9) dovrebbe risultare maggiore dell’ordine della Jacobiana. Così 
si ritrova la prima parte della proprietà già dimostrata nel n. 4 del $ 1, cioè 
che nel caso di i<j, la Jacobiana non passa per il punto T comune alle due 
rette C e CO 

Sia poi j = è. Intanto per la formula (9) il numero dei punti d’ incontro ‘ 


della Jacobiana J con il piano delle due rette C e C‘, fuori delle rette stesse, è: 


6(n— 1°— 6(4i— 1)n + 248 +-120— 6, 


e per la formula (7), quello dei punti d’appoggio della stessa curva con cia- 
scuna delle due rette anzidette è: 


B(4i — 1)n — 18 — 3i 4 5. 
Ora aggiungendo il doppio di quest’ ultimo numero al precedente, si ottiene : 
6(n — 1) — 2(68° — 3i— 1) +2, 


il qual numero supera di 2 unità l’ordine della Jacobiana. Ciò prova che due 
dei punti d’incontro di questa curva con il piano delle due rette O e 0° ca- 
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dono nel punto T, comune alle rette medesime, il che è d’aceordo con la se - 
conda parte della proprietà contenuta nel n. 4 del $ 1; però non ne costi- 
tuisce una nuova dimostrazione, perchè, CC’ è un piano particolare passante 
per il punto T. Volendo provare anche quest’ ultima proprietà con il metodo 
seguito nel presente paragrafo. occorrerebbe condurre il piano © in modo af: 
fatto arbitrario per il punto T, e cercare il numero delle sue intersezioni con 
la Jacobiana J, situate fuori di T. Per questo scopo si richiederebbe un esame 
accurato del modo di comportarsi nello stesso punto T tanto della Jacobiana 0 
quanto della Jacobiana T, esame che ci allontanerebbe troppo dall’ argomento 
ci questa Nota, e che perciò lasciamo al lettore come un utile esercizio. 


6. Tornando a supporre, come nel n. 1, che la base del sistema IS con- 
tenga una sola retta O, multipla ordinaria secondo è, si aggiunga l’ipotesi che 
sopra la detta retta esista un punto O, multiplo ordinario secondo l({>i) per 
tutte le superficie del sistema. 

Un piano ® condotto ad arbitrio per la retta C, taglia la Jacobiana ® 
fuori di C, secondo una curva H dell’ordine : 


4n_-1)_(4i—- 1), 
la quale possiede in O un punto multiplo secondo 
(4AL-2)— (4i-1)=4(—-- a) 1 


Lo stesso piano sega la rete di superficie |S|, fuori della retta O, in una 

rete di eurve, dell’ordine » — è, le quali posseggono in O un punto multiplo 
x + 

secondo 2 — i, e quindi la corrispondente Jacobiana T, dell'ordine: , 


snT-i—- 1), 
5 MI 
ha in O un punto multiplo secondo 
3— i) — 1, 


e contiene : 


6( —i—-1}—[60— d°— 40— i) 4 2] 


punti M. 


Perciò le due curve H e T si tagliano, fuori dei punti O ed M, nel se. . 


‘ 


free e ceri" 


È 
ros 
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guente numero di punti : 
[4A(n—1)—(4i--1)]}-3(n—i-1)-[4M-)—1][3C—ij)-1]}-6(n—-iî-1)}+ 
4 [60—iP—4(0—i)+-2]-6(n—1)}—3(4di—1)}n-p12li4+-6i—62+31-2. 
Questo è dunque il numero dei punti d'incontro della Jacobiana J con il - 


piano ©, situati fuori di C. 
Ricordando che questa curva è dell’ordine : 


6n—- 1) — (68 — 38i — 1), 


sì trova che il numero dei suoi punti appoggio con la retta ©, compresi 
quelli che cadono in O, è: 


3(40 — 1)n — 12% 4 61° — 31 — 6° — 3i | 3. 
Ma il punto O è multiplo per la Jacobiana J secondo (N. I, n. 5, 11: 
6U0-— 1) — (68 — 3i — 1); 
e sottraendo questo numero dal precedente si -ha Valtro : 
(40 — 1)n — 2(60° 4 3i — 2) — [12i01— 3) — 314 2]; 
dunque questo è il numero dei punti d’appoggio della Jacobiana J con la retta 


C, situati fuori del punto O. Di qui si deduce, come ne) n. 10 del $ 1, il teo- 
rema ivi dimostrato per altra via. 


$ 3. 


1. Una rete è determinata da tre qualsivogliano delle sné superficie. Se 
si vuole che il vertice 4 del tetraedro di riferimento 1234 sia non un punto 
fondamentale della rete, ma un punto della sua Jacobiana, per le tre anzidette _ 
superficie si possono scegliere, senza limitare in alcun modo la generalità della. 
rete, quelle che hanno le equazioni seguenti : 


U, = al dk Ue TTRELTZZENI 


Vara l+os”? Lose += 





WE wir ve wet i 








e 
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La prima di queste superficie possied» un punto doppio nel vertice 4 e 
il cono ivi ad èssa tangente ha per equazione : 

18Ti 20 2 at SLI DTA, ARIA DI) du 

UA, 2, ag, 1 dd +-20,g0,0,+-24,,2,4 vi 20,,0,%,=0; 
la seconda passa semplicemente per lo stesso vertice ed è in esso toccata dal 
piano 234 (a, = 0); e infine la terza non passa per Panzidetto punto, e perciò 
il coefticiente %w, di x," deve essere necessariamente diverso da zero. I coeffi. 
cienti delle altre potenze della stessa #,, che figurano nelle equazioni prece- 
denti, sono forme affatto generali delle variabili 2, ,x,,y dei gradi indicati 
dagli indici da cui sono affette le lettere che le rappresentano, in ‘modo che 


in particolare si ha; 3 


(Wi =; 0703 4-1 0j0;. 


Le derivate parziali delle anzidette forme rispetto a 4, , a, , 4, saranno in seguito 
denotate dalle stesse lettere che indicano le fanzioni alle quali verranno ag - 
giunti come secondi indici i numeri 1, 2, 3 rispettivamente. 


x 


2. Come è noto la completa intersezione delle due superficie A e B, che 


x 


hanno per equazioni : 


dPR: 9 NE A isla TARA RI, 


(10); A} U 


PAZMUA DIO 


U V W 


2 2 


si compone della Jacobiana J della rete data e della curva Y, secondo cui si 
tagliano le due superficie d e d di equazioni : 
W Vice hai 
lion = aula =W, 
i U 


1 


fuori della intersezione della superficie W con la sua prima polare W,, oltre 
la curva È, luogo dei punti di contatto delle superficie della rete data con il 
piano 123, la quale curva non passa evidentemente per il punto L. 

Ora le equazioni (11) sviluppate, diventano : | 


pesa 2n-2 Noe Lina 2-3 Lee 
p= — Wu,x, (Cute ME nni I 


+ dame t+ (ce, — WEA 0; 





RN Tai rn ie ie ee 





we, 
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e poiche, come si è già osservato, 70, è necessariamente diverso da zero, que- 
stultima equazione mostra che la superficie ) non passa di certo per il ver- 
tice 4, e quindi per questo punto non passa neanche la curva 7. 

Inoltre, le equazioni (10) si mettono nello stesso modo sotto la forma : 


AZ Ugg IA (Ug 0, Upi Ugo) — VU k- UCI EU TA 
+ +00» rai I) 
BMW [10 (Ugo Ug Ugg) — Wolag Ad Ugg(C,0,W)+O(U, MU) ETÀ 


TÀ 


SO TAO! 


Da queste equazioni si deduce che le due superficie A e B passano sem- 


plicemente per il vertice 4 ed hanno ivi come tangenti i piani di equazioni : 


Wed ; U, = 0, 
che in generale sono distinti fra loro. Perciò V’intersezione di quelle due su- 
perficie passa essa stessa semplicemente per il punto 4 ed è in esso toccata 
dalla retta comune a questi due piani. Ma tale intersezione si compone della 
Jacobiana J e delle enrve 7 e è, le quali, come già si è osservato, non passano 
per il punto 4; dunque è la Jacobiana J quella che gode delle due anzidette 
proprietà, di cui la prima era evidentemente da prevedere. 

I due piani %,, ed «,;j sono i piani polari rispetto al cono «,, degli spigoli 
24 e 34, che giacciono sulla faccia 234 (x, = 0) del tetraedro di riferimento ; 
quindi la loro retta «intersezione è la polare di questo piano 234 rispetto a 
quel cono «,. Inoltre il piano medesimo tocca nel punto 4 tutte le superficie 
della rete passanti per esso e formanti un fascio, fra le quali ve n’ha una che 
possiede nel vertice 4 un punto doppio, in cui il cono tangente è precisa- 
mente ,. | 

Si conclude pertanto la seguente proprietà : 

« La tangente alla curva Jacobiana di una rete di superficie algebriche, 
«in un suo punto qualunque, è la retta polare del piano, che nello stesso punto 
« tocca tutte le superficie della rete passanti per esso (formanti un fascio), ri- 
« spetto al cono quadrico, che nello stesso punto è tangente alla superficie di 
«questo fascio, che ivi possiede un punto doppio » (*).. 


: 

(4) Questa proprietà, è affatto analoga a quella posseduta dalla Jacobiana di una rete di 
curve, proprietà che si dimostra nello stesso modo e che non so se sia già stata da altri 0s- 
gervata, 

« La tangente alla Jacobiana di una rete di curve algebriche. in un suo punto qualunque, 
« è la coniugata armonica della retta, che nello stesso punto tocca tutte le curve della rete 
« passanti per esso (formanti un fascio) rispetto alle due rette, che nello stesso punto sono 
« tangenti ai due rami della curva di questo fascio, che ivi possiede un punto doppio ». 
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3. Dalle considerazioni precedenti risulta ancora che la condizione neces- 
saria e sufficiente perchè la Jacobiana J possegga un punto doppio nel vertice 
4, è che le due superficie A_e B riescano tangenti fra loro in questo punto, 
cioè che ì due piani v,, ed «,, siano coincidenti. Poichè le equazioni di questi 
piani sono: 5 


Ag, + dg, 4 Aygt, = 0 ’ Ag, + dg + ag, =0, 


essi coincidono, quando fra i coefficienti delle equazioni medesime hanno Inogo 
le relazioni seguenti : 


«esa pag hag «ag kai 
dove % è un fattore di proporzionalità. Sostituendo questi valori di a,, , @,, } 4g 


nell’equazione «, = 0, questa, come. è. facile verificare, si trasforma nell’altra : 


la, — (0, + ka,)] [Be, — (2,4 £a,)]=0, 


dove x e & sono le due radici dell’equazione quadratica : 


dy}° + 2a) + a, = 0. 


Ciò dimostra che il vertice 4 è un punto doppio  biplanare della super- 
ficie U, e che i due piani ivi ad essa tangenti, i quali hanno per equazioni : 


ax, — (0,4 ka) =0 3 be, — fa, 4 ka) =0, 


si tagliano secondo la retta : 


REI ®, 4 ha, —0 


che giace sul piano x, = 0, il quale tocca, nel punto 4, tutte le superficie 
della rete passanti per esso. Dunque: 
I. « Affinchè un punto, non fondamentale per una rete di superficie, sia 
«un punto doppio per la Jacobiana, è necessario e sufficiente : 
« 1° Che esso sia un punto doppio biplanare per una superficie della 
« rete. 1 
«2° Che i due piani ivi tangenti alla superficie medesima si taglino 
« secondo una retta situata nel piano che nello stesso punto. tocca tutte le 
« superficie della rete, formanti un fascio, che passano per esso ». 
Ora in una rete generale non esiste alcuna superficie, che goda di queste 
due proprietà, perchè solo la prima di esse esige che siano soddisfatte due 


sarta, 


MAT CE TA 


condizioni fra i due parametri dai quali dipendono le superficie della rete ; 


quindi : 

II. « La Jacobiana di una rete generale di superficie non possiede alcun 
« punto doppio, fuori degli elementi fondamentali ». ” | 

Invece, in una rete generale vha sempre un numero determinato di su- 
perficie, ciascuna delle quali possiede un punto doppio biplanare. Se « è una 
di queste superficie di cui il punto singolare cade nel vertice 4, il cono «, ivi 
tangente si riduce ad una coppia di piani. In tal caso, i piani polari %,, € %y 
passano per la retta d’intersezione dei due piani precedenti, la quale perciò 
(n. 2) è la tangente nel punto 4 alla Jacobiana J. Dunque : 

III. « La Jacobiana di una rete di superficie passa semplicemente per ogni 
« punto che sia punto doppio biplanare per una superficie della rete medesima 
«e riesce ivi tangente alla retta d’intersezione dei due piani, che nello stesso 
« punto toccano quella superficie ». 


, 4. 

Nel $ 1 è stata determinata la riduzione che subisce il numero dei puntj 
d’appoggio della Jacobiana di una rete di superficie con una curva della base, 
per la presenza in questa tanto di altre curve, che si appoggino a quella con- 
siderata, quanto di punti, che siano, per essa multipli ordinari. Nell'attuale $ si 
vuole studiare linfluenza che le medesime singolarità esercitano sul genere 
della stessa Jacobiana. i 


1. Perciò si torni a considlerare nello spazio Y' la rete |F'| di superficie, 


. 


ià presa in esame nel n. 3 del & 1, e nello spazio Y la rete |F|, in cui quella 


D 
21 


x 


Oa n è DI 
è stata ivi birazionalmente trasformata. 


Le Jacobiane J' e J di queste due curve sono dello stesso genere, perchè | 


i loro punti si corrispondono biunivocamente. 

Calcolando dunque questi generi ed egnagliandoli fra loro, si avrà una 
equazione, che darà modo di rispondere alla prima parte del problema pro- 
posto. 

Intanto si ricordi (N. II, n. 7, VI) che la Jacobiana di una rete di su- 
perficie d’ordine |, la cui base, oltre a punti semplici, contenga r rette mul- 
tiple ordinarie secondo a, non appoggiate fra loro, e c punti maltipli ordinari 
secondo f, non situati su quelle rette, è del rango : 


p=28p?—96p2+-108p—40— N° (84a-—54)xp+- DÎ (560°-|-42a— B4)at 


Pa) r 


—> (28p°—549°|+24p4-2), 








| 
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| 
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& 


dove le somme > e > si intendono rispettivamente estese alle r curve 
n 


È ed ai o punti fondamentali : 
7 inoltre (N. I, n. 5, I) la stessa curva è dell’ordine : 
Ri. | v= 61} — D (60 — 34— 1). 


4 È r 


Infine, poichè non possiede cuspidi, ma solo punti multipli ordinari ($ 3, 
_ n. 3, II), il suo genere p è dato dalla formula : i 


29 A 


dalla quale, sostituendo a p e v i loro valori, si ricava : 


b; i (12) Up--1)=28p"—108p2+132p—52—2r— DY (Bda—54)ap+ 


+. S 5642454a—60)a N (289° B4L2+-24R-4-2). 


. 


Ciò premesso, si rammenti ($ 1, n. 2 e 3) che una superficie F della rete 
|F| è dell’ordine: 
p=2n—3i—j, 


possiede la retta C come linea multipla secondo : 


asn==—:37 


e ciascuno dei tre punti O,,0,, 0, come punto multiplo secondo : 





I 


| Perciò, osservando ancora che si ha: 


tiesabi a, Gli94 


il genere p della Jacobiana J della rete |F|, in virtù della formula (12) è dato 
: VOL. LV, 
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dalla espressione : 





2(p—1)=28(2n—3i—j)}--105(2n—3i—j)-|132(@n—3i—j)—52—2.1— 


2 [84(n—3i)—54] (n—30)2n—3i—j)+-[56(m—31} +54(m—3i)— 60] (m— 39) 





\ 


- [asini b4(n—i—j+-24n—i-j)+2]:3, 





ossia, riducendo : | 
(13) 2(p—1)=28n°—108n°-|-132n—60—(84$°—54j)nA(5694-54°—60)— 
— (2525 —162i)m-+ (1685+-1622—1808)+(—84+252i—162ij4-36%). i 


Inoltre ($ 1, n. 2 e 3), una superficie F° della rete |F'|. è dell’ ordine: #, 
possiede D’ come retta multipla secondo j e ciascuna delle tre rette 0%, , 0%, 
C‘,, come linea multipla secondo è. Quindi, osservando che è r —4 e 00, 
se queste tre rette non si appoggiassero alla D', poichè esse sono sghembe fra 
loro, in virtà della (12), la Jacobiana della rete avrebbe, in queste ipotesi, 
come genere un numero p, dato dalla formula : 


(14) 2(p,1)==28n*—108n*%-|-132n—60—(84j°—54j)n-{-(56f-4+-54/—60)— 
—(252i°—1624)m+4+(168#-1622—1801).. 


Ma poichè le tre rette C’,,°,, 0, effettivamente si appoggiano alla, D'. 
ed hanno eguali gradi di moltiplicità rispetto alle superficie F' della rete |P], 
così esse produrranno sul numero p, eguali riduzioni, in modo che chiamata @ 
una di queste riduzioni e indicato con p' il genere della Jacobiana 4° della 


rete |F" 








, si avrà: 


Li piena 
2p—1)=2(p- 1) +82. 
Re 
Ora poichè, come si è già notato, i due generi p e p’ sono eguali, dal. 
confronto dell’eguaglianza precedente con la (13) e tenendo presente la (14), si. 
deduce immediatamente il richiesto valore di «a; e così si trova: 
« L’ esistenza del punto d’° incontro T', della retta D', multipla secondo j 
E ; 
« per le superficie medesime, aumenta di 


« per le superficie della rete 








con la retta Cl‘, multipla secondo è (i CI 


a = Di 14i(3j — i) 277 + 6] 
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« unità l’espressione 2(p' — 1), nella quale p’ è il genere della Jacobiana della 
<« rete ». 


2. In tal modo si è calcolata Vinfluenza che sul genere della Jacobiana 
esercita un punto d’appoggio di due curve fondamentali. Per trovare quella 
che vi produce il passaggio di una curva fondamentale per un punto fonda- 
mentale, si procede con metodo analogo. 

A tale oggetto si riprenda a considerare nello s di su 
perficie già presa in esame nel n. 9 del $ 1, e nello spazio Y? pf rete v'| che 
a quella corrisponde nella trasformazione birazionale ivi eseguita, le Jacobiane 
J e J' delle quali reti sono dello stesso genere. 

Come già si sa ($ 1, n. 8), una superficie 4" è dell’ordine : 








n-l_—-4 


e possiede soltanto le 5 rette D',C‘,, 07,07 e £ come linee multiple secondo 
i numeri : i 


nl >, n_l-l-, n_-2., n_2 0, dè 
rispettivamente, essendo per necessità, come è facile riconoscere : 
i<n_-2, n-l1-1<2n-1_-3, n-2<2n—-(1-3. 


Quindi applicando la formula (12), alla quale siano aggiunti i termini do. 
vuti ai punti d’appoggio delle rette anzidette e calcolati secondo il teorema 
dimostrato nel n. prec. si trova che il genere 7 


* della Jacobiana J' è dato 
dall’espressione : 
2(n'—1)—=28(3n—-1—4)_108(3n—/—4)}-+132(3n—-/—4)—52—2-5— 
— [s42n—1--3)—54](2n—I-—3\3n—1—4)+[36(2n—1—3f+ 
+54(2n—1—3)—60] (2n—1—3)-- 
— [B4(m—I—1)—54] (n—I—1)(3n—I—4)+-[56(n—I—1)?+-54(n—1—1)—é0] 
I (i -1)— 


si, —2[84(n—2)—54] (n—-2)\3n—/—4)+2[56(n—2)+54(n—2)— 60](n—-2)— 
— [S4i— BA]i(Gn—I—4)+-[B62-+-54i—60]i+ 
[841 1)(2n—/—3)—28(11—1)°—54(2n—l—3)4-12] M—i-1)+ 
—|2[84m—2)(2n—1—3)—28Mn—2)— 54(2n—1—3)-+12] M—-2){ 


+2[84i(n—2)—28i —54(n—2)+12]i 
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ossia, riducendo : 





(15) 2(x°—1)=2Sn3—108n°2|102n—6-(S4i—54i)m+(56/454#—60)— 


— (088 54A2-|-241+-2)+(—561°4-S4i1—54il+-241). 


Iuoltre ($ 1. 8 e 9) una superficie ) è dell’ordine n, passa semplicemente 
per la retta ©, possiede O, come punto multiplo secondo { ed una retta &, 
passante per O, come linea i (i<1). Se il punto O, non giacesse sulla retta 
t, in virtù della (12), la Jacobiana della rete avrebbe come genere un numero 
T, dato dalla formula: 


2r,—1)=28n*—108n°-|-102n—6--(842—-54i)m{(56--54—60)— 
—(288— 541? 2484-2). 
Ma poichè il punto O, si trova effettivamente sulla retta t, così esso pro- 


durrà sul numero 7, una certa riduzione y, in modo che detto x il genere 


della Jacobiabiana della rete 





p|, si avrà: 
2ao_-1)= 2, 1)H4y 


Ora, come nel caso precedente, dal confronto di questa eguaglianza con 
la (15), si ricava il valore di y, e così si trova: i 

« Il passaggio della retta #, multipla ordinaria secondo i per le superficie 
4], per il punto O,, multiplo secondo ? (2 >) per le superficie 
« medesime, aumenta di 


« della rete 





y= 2i|14i(31— 2i) — 271+ 12] 


« unità l’espressione 2(7 -— 1), nella quale x è il genere della Jacobiana della 


« rete ». 


3. Ciò premesso, si consideri una rete di superficie algebriche d’ordine x, 
di cui la base sia costituita da curve C,, d’ordine m; e rango r;, multiple or- 
dinarie secondo ?î, due qualunque delle quali, C, e C,, (i <j) si appoggino fra 
loro in k;; puuti, e da punti P, multipli ordinari secondo l, per ciascuno dei 
quali ogni curva €; passi con A, rami distinti. Tenendo presente la formula 
data nel teorema I del n. 5 della Nota.I, con cui si calcola l’ordine della Ja- 
cobiana di una rete di superficie e applicabile nel caso attuale, e quella otte. 
nuta nel teorema VI del n. 7 della Nota II, valevole solo quando le curve 
fondamentali non si appoggiano fra loro e non passano per i punti fondamen- 
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tali, e introdotti in quest'ultima i termini, che, secondo i risultati conseguiti 


nei due precedenti numeri 1 e 2, debbono essere aggiunti, allorehè si tolgono & 
alla base le anzidette restrizioni, è facile trovare che il genere 9g della Jaco- ; 
biana della rete considerata è dato dall'espressione seguente ; 3 
i 
2(9—1)=28n°—108n°+132n—-52 — > [($4 —540)n—(564-|- b4—-607—2)]m;{- A 
î 
i 
; 
i 
(16) + V 288272464 FP > Bbij—281—54ij12i)k,— ; 
o" | È 
i ij ; 
— 3 (288— 542°+4-2414-2)+ dI (84 _B4il+24i)h, 
uu 
dove ogni somma deve essere estesa nel modo espresso dall’ indice sottoposto 
al corrispondente segno Y. e 
Ora si ricordi che il genere aritmetico P_ di una superficie, il genere p 
della curva d’intersezione variabile di due superficie e il numero N dei punti 
comuni a tre e quindi a tutte le altre superficie della rete, fuori delle curve 
e dei punti multipli fondamentali, sono dati rispettivamente dalle formule ('): j 
> 3 2 CE "Rao Da 2 NI 1 93 RI; | 
6P_n*—6r°{1ln_—6— > [(35°—3i)n—(24-3°—5)]m; 4-3 (288-324 dir; k i 
dl s 
i î È 
/ 


+ DBie-3)4— D'e-384+21 dI D'6er-28- 3i1-|-2i)hy ‘ Vi 
{q- "1 


i 


n RI 


pria p1— Nori 2+2]m +3 Derdrt Ds), - 
£ i (0) 


i 


i 


o Ri —Ne-n+Nerastilh,, 
Ù il 
Nanto Denzim+ Dért Degti (a Nr do 3-20). 
i ; o 


- 


(4) La 12 e la 82 di queste formule sono state date da Noether nel d 4 della Memoria: 
Sulle curve multiple di superficie algebriche. Aunali di Matematica. Serie II, Tomo V. Per la 
2° formula può consultarsi la mia Nota II già citata. 
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Inoltre, ogni curva €, si suppone priva di cuspidi, e quindi per il suo 
genere p; si ha: 


Apo —1)=r— 2m; 


donde, dicendo c il numero delle curve C,, si ricava: 


2 Vo, —2= vr? Vmo 
i Di 


Infine, detto s il numero dei punti fondamentali V"” della rete (2>1), e 
posto : 


N#+s_—=0, 
si formi l’espressione : 


T2P.+-18p.+2%pi—2r— 20+2, 


per mezzo dei valori di P_, p, Xp; dati dalle formule precedenti. Com?è facile 
verificare, si trova che essa risulta eguale al secondo membro dell’ eguaglian- 
za (16). 

Si conclude pertanto : 

« Il genere 9g della Jacobiana di una rete di superficie algebriche di eui 
«la base sia costituita da o punti e da t curve, ciascuna di genere p; (è = 1, 
« 2, 3, ..., ©), multiple ordinarie, appoggiantesi fra loro e passanti per quei 
« punti con rami distinti, è dato dalla formula : 


(17) g==36P +9p+ Nip, —e-0+2. 


« nella quale P indica il genere aritmetico di una superficie della rete e p il 
« genere della curva d’intersezione variabile di due superficie della rete me- 
< desima ». 


4. In particolare suppongasi che la Jacobiana della rete si spezzi in più 
curve. Queste, non possono avere punti comuni situati fuori della base della 
rete, perchè la Jacobiana completa verrebbe ad avere un punto doppio in 
ciascuno di essi, contrariamente al teorema II del n. 3 del $ 3. Quindi se 
cosiffatti punti esistono, essi sono o gli stessi punti fondamentali, o i punti 
d’appoggio di due curve fondamentali aventi eguali gradi di moltiplicità ($ 1, 


o" er” 
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n. 7). Ora, la formula (17) è stata ottenuta supponendo che tanto gli uni 
quanto gli altri di questi ultimi punti fossero punti singolari effettivi; perciò 
‘ome tali debbono essere considerati anche quando sono semplici punti comuni 
alle parti in cui si scinde la Jacobiana, se per calcolare il genere di questa 
curva sì vuole adoperare la stessa formula (17), anche nel caso in cui essa 
Jacobiana risulti composta; e questa considerazione, come è noto, diminuisce 
il suo genere del numero dei punti d'appoggio delle componenti, prese due a 
due. Da ciò e ricordando la definizione di genere di una curva composta, si 
deduce : 

« Se la Jacobiana di una rete di superficie si spezza in più curve, la 
« formula (17) dà un numero che è eguale alla somma dei generi delle com- 
« ponenti diminuita del numero delle componenti stesse meno una ». 


5. Il teorema precedente offre un metodo semplicissimo per dimostrare 
una notevole relazione, che ha luogo fra gli elementi fondamentali di due 
spazi ordinari in corrispondenza birazionale ('). 

Siano X e Y' questi due spazi e suppongasi che in Y si abbiano co punti 
P e ct curve fondamentali C di genere p; (i = 1, 2,...), mentre in Y' esistano 
soltanto © curve fondamentali ©’ di genere pi’ (i —= 1, 2,... 9). Quindi si con- 
sideri in X' una stella (0°) di piani, avente il centro in un punto arbitrario O”. 
Ad essa corrisponde in Y una rete () di superficie 0, di cui la base è co- 
stituita dagli stessi elementi fondamentali di Y, oltre il punto O corrispon- 
dente ad O’, e quindi contiene r curve e 6-|-- 1 punti. Inoltre una superficie 


ha il genere aritmetico eguale a zero, ed anche l'intersezione di due super- 


ficie 0 è di genere zero. Perciò nell’applicare la formula (17) alla rete (9), per 
la quale in virtù dell’ipotesi fatta sullo spazio Y’, essa è valida (è), è da porre 
pop =0é-in Inogo di o scrivere 6 -|- 1, lasciando p; e © inalterati. Così 
per il genere g della Jacobiana J della rete (£) si trova : 


g= Noe +1 


Ora le superficie della stessa rete (9), dotate di un punto doppio, corri 
spondono biunivocamente ai piani della stella (0’), che riescono tangenti alle 
curve fondamentali di Y’, Inoltre, il luogo di quel punto doppio è la Jaco. 


(4) Questa relazione ha già costituito l’oggetto di una mia Nota inserita nei Rend. del. 
l’Ace. dei Lincei con il titolo: Sopra una nuova proprietà delle trasformazioni ‘birazionali dello 
spazio ordinario. 

(2) Se nello spazio 2’ si avessero punti fondamentali, a ciascuno di essi corrisponderebbe 
nella rete (9) un fascio costituito da sugerficie composte, la cui esistenza moditicherebbe la 
formula (17). 


vin + 
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biana J, epperò essa si decompone in t' curve quanto appunto sono queste 
curve fondamentali e aventi gli stessi generi p'; delle curve medesime. Quindi 





ricordando il teorema del. n. 4, sì ha ancora: 


I =D pe —U+1 





Dal corfronto di questa eguaglianza con la precedente si deduce l’altra : 


(18) No-i-0= Sp, ®, 


che costituisce appunto la relazione richiesta, nel caso in cui nello spazio Y° 
manchino i punti fondamentali. 

Da questa relazione è poi facile ricavare quella che ha luogo nel caso 
generale, cioè anche quando nello spazio Y' si abbia un numero o’ di punti 
fondamentali P'. 

A tale oggetto si ricordi (4) la trasformazione cubica birazionale fra due 
spazi Y' e Y”, in virtà della quale il sistema omaloidico di X' è formato dalle 
‘superficie del 3° ordine aventi in comune un punto Q/, doppio per ciascuna di 
esse, e una curva I” del 6° ordine e genere uno, dotata in Q' di un punto 
triplo; e il sistema omaloidico di Y' è costituito da superficie generali del 3° 
ordine passanti per una cubica gobba I”, e una cubica piana 1", di genere 
uno, appoggiata a quella in tre punti. | 

Ora si eseguisca questa trasformazione prendendo come spazio XY” lo stesso 
spazio Y' legato a X dall’anzidetta trasformazione generale T, e in esso si scelga 
come punto Q' uno dei 6’ punti fondamentali P' per quest’ultima trasformazione, 
mentre come spazio Y” si assuma un terzo spazio qualunque. In tal modo resta 
stabilita una nuova trasformazione birazionale T’ fra i due spazi X e Y”, la 
quale ha come elementi fondamentali in X” oltre le #' curve C” corrispondenti 
nella trasformazione cubica alle v' curve Cl’ di 2°, le due curve I”, e I”, e i 
o° — 1 punti P‘, che nella stessa trasformazione corrispondono ai 6'—1 punti 
P' di Y', che restano, oltre il punto Q'; mentre gli elementi fondamentali di 
Y sono i o punti P e le t curve © insieme con la curva T di genere uno che 
corrisponde a I” nella trasformazione T, fra Y e Y”. Così il numero dei punti 
fondamentali ‘di Y per la trasformazione T’ è ancora o come per la trasforma- 
zione T, e quello delle curve fondamentali è t +1, e quindi è aumentato di 
una curva, la quale poi è di genere uno. Invece il numero dei punti fonda- 


(4) Cremona: Ueber die Abbildung algebraischer Flichen (8.18 Beispiel), Mathematische 
AE Annalen,- IV Band (1871). 
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inentali di XY”, per la trasformazione T', è 0 — 1, cioè è diminuito di und 
unità, rispetto a quello dei punti fondamentali di Y”, relativo alla trasforma- 
zione T, e il numero delle curve fondamentali è ' + 2, cioè è aumentato di 
due unità, e delle due curve aggiunte una è di genere zero e l’altra è di ge- 
nere «no. Applicando di nuovo la stessa trasformazione cubica allo spazio X' 
e ad un altro spazio 2”, avendo cura di prendere in Y” come punto fonda- 
mentale per questa stessa trasformazione cubica, uno dei o —1 punti P”, si 
viene a stabilire una trasformazione birazionale fra. X e 2”, per la quale il 
numero dei punti fondamentali di X rimane sempre o e quello delle curve 
fondamentali aumenta ancora di una curva di genere uno, mentre il numero dei 
punti fondamentali di Y'” diminuisce di un’altra unità e quello delle curve 
fondamentali aumenta di due unità, e delle due nuove curve una è di genere 
zero e l’altra è di genere uno. Così continuando, dopo o’ trasformazioni cubi- 
che, si perviene ad una trasformazione birazionale fra lo spazio X e uno spazio 
X(44, per la quale gli' elementi fondamentali di Y sono o punti e t+-0' curve, 
delle quali © del genere p, (i =1, 2,...7©) e le rimanenti o’ tutte del genere 
uno, mentre gli elementi fondamentali di Y(#' sono soltanto curve, e precisa- 
mente r' + 20’, delle quali ©’ sono del genere p'; (i =1, 2,...©), altre 0’ del 
genere uno e le rimanenti o’ del genere Zero: 

Ora a quest’ultima trasformazione è applicabile la relazione (18); così si 
ottiene la seguente : 

(Ep; + 0°) — (1r+-0' + 0) = (2p'; + 0°) — (1 + 20°) 
ossia : 
Ip —t--a=ip,-v—-0', 

che è appunto la relazione che lega fra loro gli elementi fondamentali di due 


spazi ordinari in corrispondenza birazionale. 
» 


6. In una Nota inserita nel tomo XX dei Rendiconti del Circolo Mate- 

matico di Palermo, col titolo: Sulle reti di superficie algebriche, io ho risoluto 
_i principali problemi di Geometria enumerativa che si presentano nello studio 
di queste reti, facendo però l’ipotesi che le curve fondamentali non si appog- 
gino fra loro o non passino per i punti fondamentali. 
i La risoluzione dei problemi anzidetti dipende dalle formule a), 0) e d) date 
el n. 3 della Nota rzcordata, le quali esprimono rispettivamente il genere 
della Jacobiana della rete, il numero dei punti doppi di un fascio di saperficie 
appartenente a questa rete e il numero dei punti doppi del fascio di curve 
tracciato sopra una superficie da tutte le altre superficie della rete medesima, 
Ora, le ultime due di queste tre formule sono senz’altro applicabili anche al 
caso in cui la rete non sia assoggettata alla posta. restrizione, la quale poi 
non ha alcuna influenza neanche sulla formula a), poiche questa è identfca 
alla (17) qui ottenuta, eccettuato lo scambio fra loro dalle due lettere 0 ed s. 
Perciò i risultati contenuti nel n. 4 della Nota suddetta valgono anche per la 
rete più generale alla quale la formula (17) si riferisce. 
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PICCOLE NOTE BIBLIOGRAFIOHE (XXII) 





Jos A. SANCHEZ PÉREZ. — Compendio de àlgebra de Abenbéder ; Madrid, 
1916 (di p. XLVIIIT + 117 4- 78). i : i 

È il testo, la traduzione e il commento di un manoscritto arabo posseduto 
dalla Biblioteca dell’ Escuriale e dovuto ad un matematico detto Abenbéder, 
non posteriore al 1343. 

L’ A. ha premessa una elaborata dissertazione sul manoscritto, sul suo 
Autore e sulla sua epoea. - 


J. REY PASTOR. — Introduccion a la autem ida superior. Estado a, 
métodos y problewuas; Madrid, Biblioteca Corona, 1916, (di p. 202), 

Questo volumetto cALlicne sei conferenze tenute dall'A. all’Università di Ma 
drid nella primavera del 1915. La prima e seconda conferenza trattano dei fonda- | 
menti dell’ Analisi e della Geometria, la terza tratta delle funzioni di variabili reali, 
la quarta del passaggio dal finito all’ infinito nella teoria delle funzioni, cioè 
delle funzioni di infinite variabili, dei sistemi di infinite equazioni lineari, 
delle equazioni integrali; la quinta tratta delle funzioni di varìabili complesse, 
e finalmente la sesta della teoria dei gruppi. 

È un libro seritto con molta chiarezza e che ben può servire alla volga- 
rizzazione in Spagna dei principii elevati della matematica moderna. I 


J. REY PASTOR. — Fiv de la Geometria proyectiva SUDertor,i ; 
Madrid, 1916 (di p. XX1II-445). 

Quest? Opera, come avverte l’A., è frutto degli studii fatti da lui nelle 
Università alemanne e fu presentata come Memoria di pensionato alla Giunta 
per Vincremento degli studii. 

L/A. sviluppa ampiamente la sistemazione RITI Geometria moderna quale i 
risulta dal famoso programma di KLEIN dettato a Erlangen nel 1872, e indi 
tratta dei fondamenti della Geometria proiettiva reale e di quella complessa. 

In questi ultimi anui la Spagna ha ben progredito sulla via degli studii 
di matematica moderna. Questo volume ne dà chiara testimonianza. 


ERMENEGILDO DANIELE. — Sulle equazioni differenziali e le equazioni in 
tegro-differenziali correlative, Rend. della R. Acc. dei Lincei, (5), Vi B9: 1917, 
1L/8emMa drei pi; 

Secondo le ricerche di Volterra, ad ogni ‘equazione differeuziale ne 


corrrisponde una integro-differenziale integrabile con funzioni della stessa na- 


tura degli integrali della data. Vi sono però dei casi semplici in cui sembra — 
che questa correlazione cada in difetto, e di questi casi PA. si SE 
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ATTILIO VERGERIO. — Uw'applicazione del metodo di sommazione delle serie 
alla risoluzione delle equazioni integrali, Rend. della R. Acc. dei Lincei, (5), v. 26, 
1917, 1.° sem. (di p. 8). 

Le equazioni integrali ammettono, come si sa, una soluzione formale molto 
semplice data da una BRE, la quale però può mancare di convergenza. L'A. 
mostra che se tale serie è divergente ma è sommabile nel senso di Borel, 
essa rappresenta ancora una soluzione dell'equazione data. 


PAOLO PIZZETTI. — A proposito di una recente Nota del prof. Almansi, 
Rend. della R. Acc. dei Lincei, v. XXVI, (5), 1917, 1.° sem. (di p. 2). 

Si fa vedere che certe formole dell’ Almansi riguardanti la teoria ma- 
tematica della forma dello sferoide terrestre, sono deducibili da altre date dal- 
l’Helmert, contrariamente a quanto avrebbe potuto risultare da una di- 
chiarazione fatta dall Almansi stesso nel suo lavoro. 


TuLLIO LEVI-CIVITA. — Sulle linee d’azione degli ingrandggi, Atti della R. 
Acc. di Padova, v. 33, 1917, (di p. 8). 

Si fa vedere come un caso limite del metodo epicicloidale consente il 
tracciamento della linea di ingranaggio, cioè della linea in cui vengono suc- 
rem ento a contatto i denti delle due ruote. 


DERE BURALI-FORTI. — Tuba definizione dei numeri complessi (0 ima- 
ginari) dell Algebra, Il Pitagora, (2) v. I, 1916 (di p. 6). 

* Gummo FuUBINI. — Alcune formole di balistica esterna con speciale riguardo al 
problema della correzione del tiro, Rend. della R. Acc. dei Lincei, (5), v. 26, 
1907 1.°.sem. (dip. 11). rà 

Guino FUBINI. — Osservazioni sul calcolo della traiettoria di un proietto; ibid. 
(di p. 7 

PS prima Nota si Hot un’ equazione differenziale che lega diret- 
tamente ai dati iniziali di tiro la gittata e l’ angolo di arrivo su un piano 
orizzontale o verticale. > 

Nella seconda Nota si dà una generalizzazione del metodo di Siacci 
per il calcolo della traiettoria, e indi si tratta di questo stesso calcolo me- 
diante decomposizione in archi parziali. 


CORRADO SEGRE. — Su una generazione dei complessi quadratici di rette 
del Battaglini, Rend. del Circ. mat. di Palermo, t. 47, 1917 (di p. 9). 

Nuova definizione del complesso Battaglini mediante due sistemi di gene- 
ratrici di due quadriche distinte. 


ERNESTO PASCAL. 











A NOTIZIARIO 

È 
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bi 
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Y: 

Pa i La R. Accademia delle scienze fis. e mat. di Napoli ha riproposto, con 


scadenza al 30 giugno 1918, il tema di concorso, col premio di L. 500: 
Esporre le più recenti ricerche sulle culve algebriche con trasformazioni bi- 
razionali in sè, apportando ad esse qualche nuovo contributo o relativo alla teoria 
I° generale, 0 risolvendo qualche importante quistione particolare. 
Fre La R. Accademia di scienze e arti di Barcellona ha proposto il seguente 
tema per un coneorso-a premio (2000 pesetas; scadenza: 28 febbraio 1818): 
Studio dei movimenti dell’ atmosfera terrestre prodotti dall’ attrazione luni: 
solare e dalla azione termica del sole. 


" 


Il premio del Re di Svezia per il miglior lavoro Sulla teoria delle fun- 
zioni analitiche, consistente in 3000 corone e in una medaglia d’oro, è stato 
prorogato dal 31 ottobre 1916 al 31 ottobre 1917. 

La VIII Riunione della Società italiana per il progresso delle scienze fa 
tenuta in Roma dal 1° al 6 marzo del 1916, e la IX è stata tenuta quest’an- 
no 1917 a Milano e a Torino dal 2 al 7 aprile, insieme a quella del Comitato 


| scientifico tecnico per lo sviluppo e l’inecremento dell’industria italiana. . 





Nei giorni 28, 29 e' 30 dicembre 1916 è stato tenuto in New-York il se- 
condo Congresso annuale dell’ Associazione matematica americana. 


Ed ora una dolorosa lista di defunti negli ultimi tempi. 

Il 15 settembre 1916 è morto a Madrid all’ età di 83 anni il Prof. Don 
Josè Echeragay matematico fisico e poeta spagnuolo, di grandissima fama 
specialmente per la grande versatilità dell’ingegno. 


5 Il 23 febbraio 1917 è morto ’ illustre Gaston Darboux segretario 
7 perpetuo dell’ Accademia delle scienze di Parigi, e uno dei maggiori geometri 
della scuola francese contemporanea. Era nato a Nimes il 14 agosto 1842. 


I] 





A_ 82 anni, il 25 ottobre ultimo (1916) morì a Parigi Frere Gabriel 
Marie, che fu uno spirito pedagogico eminente avendo scritto una vera en- 
ciclopedia di matematiche elementari sotto le iniziali F. G. M. 

H. Leauté, professore alla Scuola Politecnica di- Parigi, è morto il 5 
novembre 1916, a "69 anni, 
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Il Prof. G. Pennacchietti, insegnante di Meccanica razionale all’U - 
niversità di Catania, è morto il 21 agosto 1916, a 66 anni. 

Il Prof. Friedrich Prym dell’ Università di Wiirzburg, è morto il 
15 dicembre 1915, Era nato a Diiren il 28 settembre 1841. 

Si annunziano anche le morti del Prof. Bicklund, astronomo, svedese, 
direttore dell’osservatorio di Pulkowo, presso Pietrogrado; di G. A. Hill an- 
tico professore alla Harward University, avvenuta a 76 anni, il 17 agosto 1916; 
di Ernesto Mach professore emerito all’Università di Vienna, a 78 anni, 
il 22 febbraio 1916; del Prof. W. Vogt, dell’Università di Heidelberg avve- 
nuta in guerra a soli 32 anni; € ni: 14 febbraio 1917 è morto il Prof. Enri- 
co Bazin. 

Ed infine registriamo anche la dolorosa perdita dell’illustre Prof. Pierre 
Duhe m, dell’Università di Bordeaux, avvenuta nel settembre del 1916, del 
quale già nel volume dell’ anno scorso di questo Giornale pubblicammo la in- 
teressante necrologia dettata dal Prof. R. Marcolongo. 


Il R. Istituto Lombardo nella seduta del 10 Maggio ultimo approvò il 
seguente ordine det giorno : 

« Il Reale Istituto Lombardo, nella sua adunanza ordinaria del 10 Maggio 
corr., presa cognizione det Decreto Luogotenenziale 12 Aprile 1917, n. 597, e 
specialmente del’art. 7 di esso, che estende anche alle Riviste scientifiche la limi- 
tazione del numero delle pagine, crede suo dovere far presente a S. E. il Mini- 
stro dell Istruzione, invitandolo a fare opera a che sia scongiurata, la grave 
‘iattura che tale limitazione porterebbe alla vita intellettuale e scientifica del Paese, 
in un momento in cui, anzi, conviene che questa vita si affermi più vigorosa e 
più salda; mentre d’altra parte trattandosi, in generale, di Riviste di scarsa ti- 
ratura, la proposta misura poco o nulla gioverebbe agli intenti, per quanto lode- 
voli, che il Decreto si propone. 

Questo voto fu provocato da una mia lettera all illustre Istituto nella 
quale riehiamavo l’attenzione dei colleghi sull’ articolo 7 del recente decreto 
disciplinante il consumo della carta, che impone una cospicua riduzione (del 
25 °/) anche alle riviste scientifiche. 

Io credo che il redattore di quel decreto, non abbia pensato abbastanza 
quanto danno morale potea arrecare al Paese includendo nella limitazione 
anche le riviste scientifiehe, un danno sproporzionato del resto al trascurabile 
vantaggio che se ne può ottenere, giacchè tali Riviste sono generalmente pur 
troppo a bassissima tiratura. 

Il danno è grave perchè noi non abbiamo bisogno di creare artificialmente 
una depressione intellettuale e scientifica nel momento appunto in cui da tutti 
si predica che bisogna anzi tendere con tutte le forze a sollevarci spiritual- 
mente, per mostrare ai presenti, e sopratutto ai venturi, che il Paese sopporta 
con fermezza e calma il terribile sforzo a cui è stato sottoposto. 

Tanti danni il tempo risanerà, ma questo è un danno morale duraturo 
perchè i venturi troveranno nelle collezioni il volume assottigliato e senza tante 
.distinzioni diranno : ecco gli anni della guerra. Per un alto senso di patriotti- 
smo noi dobbiamo avere invece tutto 1’ interesse a che questo non accada, e 
parmi ben giusto' che i nostri grandi Istituti, cui spetta il sacro deposito della 
riputazioue scientifica del Paese, levino la voce in difesa di un così alto e spi- 
rituale interesse, 

Le riviste scientifiche non sono da considerarsi alla stessa stregua della 
carta stampata, e bisogna ben vegliare perchè col naufragio di tanti nobili 
ideali, non ne anneghi nel gorgo anche un altro ! 


ERNESTO PASCAL. 
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SOPRA LA COLLINEAZIONE FRA PIANI 
E FRA SPAZI SOVRAPPOSTI 


NOTA 


DI 


FILIPPO SIBIRANI (a Pavia) 


1. Se fra due piani sovrapposti o fra due spazi sovrapposti intereede una 
collineazione K, farò vedere che si può far corrispondere univocamente ad ogni 
coppia di elementi a, a’ corrispondentisi in K un elemento d di guisa che fra 
gli elementi d e gli elementi a (o @’) interceda un’omologia piana o solida, di 
cui sarà determinato centro ed asse della prima e centro e piano della seconda. 
Se Y, Y’, Y” sono tre spazi sovrapposti e fra x, Y' intercede una collineazione 


+K,, fra Ze X” una collineazione K, avente in comune con K, un elemento unito, 


indicherò un modo di far corrispondere univocamente ad ogni terna di ele- 


menti a, a', a”, corrispondentisi in queste due collineazioni, un elemento bd, in 


guisa che fra gli elementi % e gli elementi a (o a’, o a’) interceda una colli- 
neazione assiale, di cui saranno determinati gli assi. 
Come applicazione, date due curve C, 0’ corrispondentisi in una collinea- 
zione piana, restano subordinati luoghi di punti e inviluppi di rette che sono 
trasformati di C (0 ©’) in un’omologia; date due superficie p, corrispondentisi 
in una collineazione restano subordinati luoghi di punti e inviluppi di Di 
che sono trasformati di (o 9’) in un’omologia; date tre superficie gp, gp, 9” 
corrispondentisi in due collineazioni aventi in comune un elemento unito, re- 
stano subordinati luoghi di punti e inviluppi di piani trasformati di g (0 p', 


o 9") in una collineazione assiale ; altrettanto avviene se in luogo di superfici 
si considerano tre curve gobbe. TESZIEI 


e 








4 
2. a) Fra due piani sovr apposti interceda una collineazione Ke siano A vr 
due rette per un punto unito O, -Se P, p' sono rette corrispondenti, le rette - ed 


° 





Pi », de » 
tàdlfe) À 
tao v è 


congiungenti i punti (pr), (p’r,) corrispondono alle p in un'omologia di asse LIE 
fc R, i R, due punti appartenenti ad una retta unita u della collineazione K; 
se P, P' sono punti corrispondenti, i punti Q intersezione delle vette PR: PRE 
corrispondono ai punti Pin un'omologia di centro & 


«_‘—Assumiamo come assi cartesiani le rette r,,v,; la collineazione K che ha 
in O un punto unito avrà equazioni della forma 

È è SD 

i e ad, jC na A,9Y gi= d,® "a o9Y 


POE Me Ay(4,,4 Val? U,34,,) “n 0 
dt + Agp) + 4g A, + dpY cia d3g 
ed in coordinate pliickeriane 


pps A,,u Ae A,30 + A, v' A, i A 30 a Aa 
fe A A 


33. 38 


ove A, è il reciproco di a,, nel determinante 


È 4, dg 0 
do, Ugg 0 A 
43, 3g 33 a 


“ 
La retta q per i punti (pr), (p'r,), se «, © sono le coordinate di P; ha le 
coordinate 


S | > | Uil 19 "Rc Au + Dai paci: 


33 


19) 


onde la corrispondenza fra le p e le g è la collineazione K, di equazioni 


Mero 





et Az ve A,,ULAsg0® + Ap 
ni SORERERE R A 
38 d 33 


Lit batti 


Il fascio di rette per il punto A di coordinate cartesiane omogenee A,,, 
Ag A, Ag è un fascio di rette unite e l’asse a è una retta di punti uniti, 
come tosto si riconosce dalle equazioni cartesiane della collineazione K,: 


fait» ted0 ra A LATE A. 
e 
sa 77 An 22 T AggY 


| Dunque K, è un’omologia di centro A e di asse r,. È 
La Edera parte del teorema TER per SAGlve 











Di più si ha la proposizione : ia lu VANI uc 


DE b) Se nel teorema a) le due rette r, , r, sono rette unite e R.é il punto 
È; unito su r,, R, il punto unito su r,, V omologia nella quale si corrispondono va 


Mic . e q eoincide con quella in cui si ROtg RO Pre Q. fas 


A x 
1° 


Se, infatti, prendiamo per assi le rette unite Y, ,Y,, la collineazione avrà . 
per equazioni i 


7 Se i 7 da) — (a) ja da +0) 
Fire are 3 a+ 0,9 4 t4 3 %09 Cast 

essa ha per punti uniti l’origine O degli assi, il punto R, di coordinate car- 

tesiane omogenee 0, d,—4,, ; @, ed il punto R, di coordinate a, — 0,4, 
L’omologia nella quale si corrispondono p e q ha le Ao; 
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% s aL — @ 
É Sena An) 32, 
LOI 1 Suasa} ’ ave SERENE: i ; 
5 22 
2 e l’omologia nella quale si corrispondono P e Q ha le equazioni 
“ sg TELE A, . 
pi ; = ; 
fa: A33Y a, + 4g Ugg A334 2g 433 
vagi i entrambe hanno per asse 7, e per centro R,, e sono identiche. è i 
“8, Come applicazione dei teoremi a) e b) si ha: i n 
di c) Se C e C' sono due curve complanari corrispondentisi in una collinea- 
TIA 
n i zione K; r, jr, due rette per un punto unito O, P e P' punti corrispendenti in € , 
br 


ri 


C?, t, t le tangenti in P, P', le rette congiungenti i punti (tr,) , (t'7,) inviluppano 
una curva C, che è trasformata di OC in umomologia di cui r, è Vasse. Se R,B, 
sono due punti di una retta unita u nella collineazione k, il luogo dei punti Q 





LS 


> 


intersezione delle «rette PR, , P'R, è una curva C, trasformata di C in una omo: 


r,,, sono due rette unite in K, R, il punto y 


il punto unito su r,, distinti da O, le curve C, e O, coincidono. 


logia di cui è R, èl centro. TRE 


du 


unito su r,, R, 


te 


3. Se osserviamo che le evolute di due curve omotetiche, sono curve cor- i 
rispondenti nella stessa omotetia (*), si ha il corollario: SR 
d) Se O e C' sono due curve corrispondentisi in un ’omotetia, r,;7, due 3 

i 

È 


x 





rette per il centro di omotetia, P, P' due punti corrispondenti in CeC,nen f 
"de — le normali in P, P', le rette congiungenti i punti (nr,) , (#r>) inviluppano. una 


(4) Basta aver presente che se è è l'angolo degli assi, le equazioni dell’evoluta sono 


(2 +y'cos9)(x'2+y i 'oosg) in tuai 
, B=y+ a pal } ® VIE 


Td (1 +y)(x2+y/2—2x'y'cosd) 


(1—cosd)(xy”—a"yY') (1—cosd)(x 








curva che è trasformata dell’evoluta di C in un’affinità omologica col centro nel 


punto improprio di r,. 

Se, presi per assi x, y le rette: r, , r,, le equazioni dell’ omotetia sono 
e — ax ,y =ay e se a, B sono le coordinate del centro di curvatura di © 
in P, le equazioni dell’inviluppo delle rette (nr), (n'r,) sono 


INI ) a 


ciò che dimostra l’asserto. 
Vale ancora la proposizione : 
e) Se O’ è la curva O ruotata di un angolo w intorno ad un punto O, 
r,,, due rette formanti Vangolo è passanti per O, P_e P' due punti corrispon- 
denti in © e OC’, n, n’ le normali in P, P’, la retta pei punti (nr,),(#°7,) invi 


luppa una curva di equazioni (rispetto agli assi &n coincidenti con Tino) 


Seno send 


ene a) } nera La) 


ove a e f sono le coordinate correnti sulevoluta di C ; essa è trasformata della 
evoluta di © in una affinità omologica di asse r, e col centro nel punto improprio 
della retta di coefficiente angolare a a ina Lara . 
Seno 
Come altro caso particolare si ha : 9 
f) Se O' è la curva © che ha subìto una traslazione, r,,r, due rette pa- 

rallele alla direzione della traslazione, P, P' due punti corrispondenti su C è 4 
n, n' le normali in Pe P', la retta congiungente è punti (nr,),(#°7,) inviluppa 
una curva che è trasformata dell’evoluta di © in un’affinità omologica di asse r, 
e di centro il punto improprio di r,. 

Preso infatti r, come asse 2, una retta ortogonale per asse y, se r, dista 
di X da r, ed a è la grandezza della traslazione, le equazioni dell’ inviluppo 
a 
k 
Bai O. 2° 





sono £=a-+ —8,n=f, se a, f sono le coordinate correnti sull’ evoluta 


4. g) Fra due spazi sovrapposti interceda una collineazione K. e siano 0. ed 

un piano ed una retta non appartenentisi per un punto O unito in K. Se n, n 
sono due piani corrispondenti in K, il piano ‘x per la retta (ta) e per il punto (Tr) 

corrisponde al piano 7 in um'omologia di cui a è piano di punti uniti, e corri 

sponde al piano x' in una collineazioue assiale di cui r è retta di. punti uniti. 
Siano a ed R una retta ed un punto non appartenentisi sul piano © unito in K, 

Pe P' due punti corrispondenti in K, il punto G intersezione della retta (PR) 

con il piano (P'a) corrisponde al punto Pin umomologia che ha il eentro in KR, 


VOL. LY 16 


. 








b° SB | fi SS NIRO SEO ia 
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e al punto R° in una collineazione GUT in RCA a è il sostegno. del Sascio di 








piani uniti. - ; STEN di big | 
Prendendo come piano xy il piano a e come asse 2 fa soit r, du colli Mt, 
RS ; 
fi neazione K avrà equazioni cartesiane e pliickeriane della forma È; 
e i pi id ; 
Mi REL tg + UE ir AsutA FASO GAS 
vo a C'_—_—_ t8t_i_ wu dit ___ 1 4 3. 
sc i a4,€ +a,yHt a, + du TRE Ro A; o AE 
CS i OTT r L Ag Ut Agi Ap ASI 
i: psi Yy ini nr A ( Vv cl TIRATE TAG nea EA 
\ Cn Age | Ag <p Ag + du | Au A } 
sa se lat Lagydt a? «pu Az Ue iA0 + Ag sr je 
Na; =—t_ ee. eu CI___«+____*e—_—_ i 
n. ì A, + agY + UE +4 e i Au 
A in =1; 2; 3,4 i 
\ ove A, è il reciproco di a,, nel determinante las |, A 
î "hp 
Be È Se «, v, w sono le coordinate di 7, le voraitngta del Piano; y per la retta. 
di ; (za) e per il punto (7’'r) sono i 
V, Aut At AM = A: Ci 
(1) U—=u Vo W= —U_ e e fw dr Ant Ag luni: È get. 
A, = STA 
i sa 


onde il piano 7 eorrisponde al piano Tx in una collineazione di cui le equazioni 
sono le (1). Si riconosce poi facilmente che la collineazione in parola è una 
omologia che ha per piano di punti e rette uniti il Abete, 4 e pero CORO nE 


punto di coordinate cartesiane omogenee A; ; Pe CAI —A, SA o LE 
La collineazione in cui si. corrispondono "| e 7° o le equazioni ii Lt 
: , , PSI 
Ue ff si d,,0 ua A, + Usi - ve 
4, 3 TIRO dl 
, , , * ° 
v— lat ALIEN 3 = 
di ; È d i WI un 
= # 
Merz wi Kies pi 
LANE 
La retta > | | Me... 
Ò 7 Li Ra n , rà A #5 53) % LC 
v' , CIS) i 3 
; (a, — 4) u' 14 A, 0 + 0 +. 0 È PAL: brig 
È A de “ 18) 
int 
C,,0" + (0, — a)” + az,0"H- sere” re” oo a pa: SA 
, & i 


LU <d 
è tà a el 
ca . E 


è sostegno di un fascio di piani unit se si serivono le equazioni della colli: 
® A 








«neazione in coordinate cartesiane, si vede tosto che la retta r è retta di punti 


uniti. MS “= 
La seconda parte del teorema segue per dualità. : 
E sussiste di più la proposizione : | B 
h) Se nel teorema g) si prende per retta r una retta unita per O e per È 
piano a il piano delle altre due rette unite per O, se a è la retta unita di a 
non passante per O, R il punto unito su r (distinto da O), la omologia solida in i 
cui si corrispondono T e ‘| e quella in cui si corrispondono Pe G coincidono e 3A 
così pure coincidono le collineazioni assiali in cui si corrispondono ', e P', G. ; 
Presi per assi @, y, 2 le tre rette unite per O (la retta r coincida con ss 
. » x . - # 
l’asse 2) la collineazione ha le equazioni i 
perse A, j% . 
Agi 2A Ad) + ag + 4, 
, 224 
a,c+a,y+agg |a, 
<' ptt (133€ 
È Redi Let + (3 sui di È di, 
«ed ha per punti uniti, oltre l'origine, i punti (') 
(@,,- Ag 030,0, (0, tr AO 4 (0,0, Ag da 4g) 
i cui im x rologia ida in cui si corrispon( e 1a e- 
di cui l’ultimo è R. L’omologia solid S pondono Tt e Y ha le 
quazioni 
d,,U—-@ E 
ea > gi A UIL sestetto (| 43 , 
| AAFAEZSV Vano pan). 
‘83 
ia i i si rispon a le equazioni 
l’omologia in cui si corrispondono P e G ha le e O) 
2 Ul PETS dg nc Ud, 
= ’ == a ’ Pe < 
UT 3a dx, ae sE UTI dj + È 
le quali non sono che le equazioni cartesiane dell’omologia definita dalle equa” ; 
«zioni pliickeriane precedenti. 3 
La collineazione assiale in cui si corrispondono 7’ e ha le equazioni È 
SOLTE. 
5 ” , - , 
a,;ju + a ao + @ NI 
Aota 4517 LET feto salt 2 42 SS , 
b gie cia NE FR rag i 
x 44 ARI ì 


sii 


(4) In coordinate cartesiane omogenee, 3 


for 
- 


le steli 
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che ha la retta r per sa di punti uniti e la retta di coordinate pliiekeriane 


i |? 
omogenee a,, } 4,,50, 4, t,; (la quale è la « dell’enunciato) come sostegno 


di un fascio di piani uniti. La collineazione assiale in cui si corrispondono 
P'e G ha le equazioni 





A, x 
r SA 22 si 
x La ae UN 
Udo, — G 22 (A pie o 44 434 
vie 4, Call 
Ugo a ye — 4,14, y 
d, 1493 
= Ti ini 
AGG a Mia 
19° Ugl LITE "at ‘494 


le quali non sono che le equazioni cartesiane della collineazione precedente. 
Come applicazione dei teoremi g) e 4) si ha la proposizione : 

i) Siano S, S' due superficie che sì corrispondono in una collineazione K e 
siano a ad r un DAT ed una retta (non appartenentesi) per un punto O unito 
in K; siano P e P' due punti corrispondenti in S e S'; n e n’ i piani tangenti 
in P e P'; il piano { per la retta (xa) e per il punto (m'r) inviluppa una su- 
perficie S, che è trasformata di S in un’omologia di cui a è piano di punti uniti 
e che è trasformata di S' in una collineazione assiale di cui r è retta di punti 
uniti. Siano a e R una retta ed un punto (non appartenentisi) nel piano ® unito 

K, il luogo del punto G intersezione della retta (PR) con il piano (P'a) è una 
superficie S, che è trasformata di S in un’omologia che ha il centro R ed è tra- 
sformata di S' in una collineazione assiale in cui a è il sostegno di un fascio di 
piani uniti. Se r è una retta unita per O ed a è il piano delle altre due rette 
unite per O, a è la retta unita in a non passante per O, R il punto unito in r 
distinto da O, le superficie S, e S, coincidono. 


5. 1) Fra gli spazi sovrapposti Y e Y' interceda una collineazione K,, e fra 
gli spazi pure sovrapposti X , X" interceda ‘una collineazione K, aventi in comune 
con K, un punto unito O; siano r,,t,,v,tre rette per O non complanari ; x. î', 7” 
tre piani corrispondenti in X, Y', X", il piano ‘| per è tre punti (ar)(x'r.)(x"7,) 
corrisponde al piano 7 in una collineazione assiale di cui r, è retta dei punti 
uniti. 

Dualmente se K,,K, hanno un piano unito w in comune, p,, p, i p, sono tre 
rette di w non passanti per uno stesso punto, se P, P', P' sono tre punti corrispon- 
denti in Y, X°, XY”, il punto G intersezione dei tre piani (Pp,) , (P'p))  (P‘p;) cor- 
risponde a P in una collineazione assiale di cui p, è sostegno di un fascio di 
piani uniti, 





da 125) 
Prendiamo le rette 1,37; rispettivamente per assi x, y, 25 le collinea- 
zioni K,,K, avranno equazioni della forma 





xe — METTA a a — D,YLD,CH4d;g 
Ha DT dgYta,zt+ Lot b, an b,3Y SI bg sn di 
e b,,€-4-d bs? 
K){y= Ugl 1 AgYt@ K)l y"=— e Lbayy tds 
ALTA gY 1A Tu db, 04 DgytTd, td 
ie Ag, |A y Ft Papi Db, +d,Y+D 
— ta ggtagetay Db, Ab gY+ D+ bi, 


Il piano ha le coordinate 


x > Dan OP 
9 19] ESA V PA ARIAZISCA 0A; W pe B,,% +By04-B,yt0 Ì Bi, 
(2) tit Iii sce ea ae a RIE A ra B 
) 44 44 
ove A,, e B,, sono rispettivamente i reciproci degli elementi a,, e d,, nei due 


determinanti 





Merda guri 
Lal fa AA E Î ( = 1) 2, 3, i) 


Il piano Y corrisponde al piano © in una collineazibne di cui le equazioni 
sono le (2). Ma la retta per i due punti di coordinate cartesiane omogenee 
MIR AIA Az (B,, 3 B.3 : Ba — Bi; Ba) è il sostegno di un fascio 
di piani uniti; se poi si serivono le ro della collineazione (2) in coor- 
dinate cartesiane si riconosce tosto che l’asse x è retta di punti uniti, onde 
da collineazione è assiale. 

La seconda parte segue per dualità. 

Sì ha ancora il teorema: 


m) Se le due collineazioni K,,K, del teor. 1) hanno gli stessi punti uniti 


OR,R,R, ed è +,=(OR i) ,7,==(0R,), r:=(0R,),p,=(R,R,), p,=(R}R,); p}3=(R, Bo), 
le due collineazioni assiali în cui si corrispondono x, e P,G sono identiche. 
Se si prendono per assi x np dertrette rit, sy due collineazioni 


K, K, hanno le equazioni 


por a, ;% n preega si —A,)% 
e ita ire RIA 
— tata gta, Sac an aniano? 

CR ly = fi i RE) yo (Dito da 
b9% A ® Agfa 2+-4,; 3 A+ gYT@2+d 
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sà 2! — A, a!” — (bat dr AE 
Ae 2 QTA gYTrE+4, &,,0+agy+@z240,, 
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ove si suppone d,, + @,,, altrimenti K, = K,. Entrambe hanno come punti uniti. 


oltre V’origine i tre punti di coordinate certesiane omogenee 


x0,0,4,,)) , R(0 ,a3—0,,30, 4) (0, 0, ad Ag 


44 


R(@,, 4 = 


La collineazione in eui sì corrispondono 7 e y ha le equazioni 


9 NI e Piadiiao ) ve db, 0-4 
(3) Uc=u, Ve =-=_.,.,W= na e 
499 ut Mela 


che ha la retta r, come la retta di punti uniti e la retta p, come sostegno 
di un fascio di piani uniti. La collineazione in cui si corrispondono Pe G ha 


le equazioni 


db, x E Agg) ,Y 


Y E SI L'ARTE MII 
a 5) : 3 I 9 
a,b day È dg 4, H- a,b, gb 14aY + 30 ET a,b, 1 


db 44 


r 





a d,;(d sat Agg Ud)? 
So IAS, ’ 
db LI A 30, x d,, b, i 


le quali non sono che le equazioni cartesiane dell’ ’omologia definita «dalle (3). 
Come applicazione si ha la proposizione : . 

n) Sia S una curva, S' una sua trasformata in una collineazione K, , S° 
una trasformata di S.in una collineazione K, che ha in comune con K,, un punto. 
13Ty, 7, tre rette non complanari per O; P, P', P" tre punti corri 
spondenti in S, S', S'”; n, n’, n°" i piani tangenti in P, P', P”, il piano per i 
tre punti (mr,), (tr), (x',) inviluppa una superficie S, che è trasformata di S 


unito O; siano r 


mediante una collineazione assiale di cui r, è retta di punti uniti. Abbiano K,, K, 
un piano w unito in comune, e siano p, , Py, Py tre rette non passanti per un 
punto in ®, il luogo del punto G intersezione dei piani (Pp,) , (PP) ; (Pp,) è una” 
superficie S, trasformata di S in una collineazione assiale di cui p, è sostegno di 
un fascio di piani uniti. Se K,,K, hanno gli stessi pun!i uniti O, R, , R, , R; 
ed è r,=(0R,),r,=(0R)),r,=(0R,), p;== (RR), p,=(R,R,), p> = (RR, 


x 


le superficie S, (9) S; comeidono, 


Se le superficie S, S' del teor. 2) sono sviluppabili, i loro spigoli di re- 
gresso sono curve storte che si corrispondono nella collineazione intercedente 


«fra S e S'; viceversa se due curve storte si corrispondono in detta eollinea- 


zione, nella stessa collineazione si corrispondono le due superficie invilappate 
dai piani osculatori. Ne discende che il teor. 2) vale se sostituiamo alle super- 
ficie S, S' due curve storte I, I”, ai piani tangenti a S, S' i piani osculatori 
a 1°, L' con che alle superficie S, , S, verranno sostituite due curve C, , 0,. Così 
pure vale il teor. n) se a S, S', S” si sostituiscono tre curve storte I°, I, I°, 
ai piani tangenti alle superficie i piani osculatori alle curve, con che alle su- 
perficie S, , S, verranno. sostituite due curve C,.,.0,. È 








UNA QUESTIONE. DI ANALISI COMBINATORIA 














der" i NOTA 


i È DI 
° GIUSEPPE USAI (a Como) . 


Il signor Mario Pascal in riguardo ai determinanti eomposti (*) rica- 





“vati da un determinante di ordine n : CAR 
\ i p di 
d,, è . . dn i 
i it i 
bl 
v x (008) . . . Ann mi 
i VEE 


ha dimostrato la seguente relazione : 


n ere e ario 

Ì, h, v pt na Ri 

SRI CRI È da; i n )| 
9 ì \ ' ), h, | . . . bre a; 


LCA CA A ì da È na : ARSA 
ove i simoli do Er che compaiono nel determinante A, di ordine n — 1, non 
Le \J° E 
gno altro che minori di 2° ordine formati colle linee di indici 2, m e colle 

colonne. di. indici j, f di A; ; gli indici h, +++ lhny sOnO tutti fra loro diversi, 


dl gruppo (ROCCE rappresenta una UbGlzioni CREIIIAIONO con ripetizione Pi ; Be 


ENTRA fit 
+ - : (7 LANE 


ver di M. Pascal. Un teorema relativo ai determinanti composti. Giornale di Matematiche di 
SPatteglia, (3), v. 52, 1914, p. 372. 


da te v' 
Pi go pre i 
Be 3 i - 
ear” 
4 





RR PR 
el È 9 


VA h, * le ipa Tn_1 





di n clementi ad n — 2 ed infine gli j sono uguali agli è ed a quello degli # 
indici non compreso tra gli &. Consegue da ciò che fra la totalità degli indiei 
h,-, devono entrare tutti i numeri 1, 2,...,#, ed inoltre per 
evitare i casi senza significato dovrà anche supporsi j; == 4, e dovrà escludersi 
l'uguaglianza di due coppie j, h fra di loro. 

Circa il numero poi dei determinanti che verificano la (1) autore mede- 
simo ha considerato soltanto dei casi particolari. Per il.caso generale il pro- 
blema non è meno interessante ed allo studio di esso, oggetto di quosta mia 
Nota, fui indotto dall’illustre Prof. Ernesto Pascal, alquale porgo i più 
sinceri e vivi ringraziamenti per i consigli datimi (!). 

Esporrò sul’argomento in questione due diversi procedimenti ; il primo, 
oltre alla determinazione dei numeri che si cercano offre il metodo di forma- 
zione dei vari gruppi; il secondo fondato su considerazioni puramente nume- 
riche, notevole per brevità ed eleganza è dovuto al:sigo Mario Pascal(?) 
che volle gentilmente comunicarmelo. 

I risultati ottenuti li ho inoltre applicati ad alcuni casi pratici (*) ed infine 
ho trattato lo stesso problema anche per la: 


N Rigi cre 


fo. a) 
JA Rea di sh, x 


Ink41 3 $ (a 3 » Inr413 inf 


SI 


Fa petra k—-1 , n 
SAS 1 Int 9.3 dato hin-x4A 


LS A e 1 2 NERI) calo 
if dic a 


RIAD bk 9 lap N 


pure del sig. M. Pascal, e questa nnova espressione per il significato e per 
la limitazione degli indici rappresenta una generalizzazione della precedente. 


2. Il numero dei A, soddisfacenti l’espressione (1) dipende dal modo con 


cui si possono scegliere i numeratori e ì denominatori dei simboli (. ] den- 
3 h 


tro il determinante. Ora per i numeratori tal numero, è snbito visto, vien 


n , ; 3 sE S : 
dato da (1) mentre per i denominatori la cosa non è immediata e per determinare 


e (‘) Questa Nota fu da me redatta a Napoli ove trascorsi i primi mesi del 1917 quale 
militare in licenza di convalescenza. 

(2) AI momento attnale Ufficiale del Genio al fronte. 

(3) Mi son servito all’uopo della macchina moltiplicatrice Brunsviga che si trova nel 
Gabinetto di Analisi Superiore della R. Università di Napoli, 


tai li i 





il loro numero, che indicheremo con N,, ei occorre lo studio del seguente pro- 
blema di Analisi combinatoria : 


L 
9 


di 


Di n elementi « 


13 4,33 4n Sì formino le loro | ) combinazioni binarie 


e queste poi raggruppate ad n— 1, daranno gruppi in numero di: 


(8) 6) 


n_1 


dei quali alcuni saranno privi di una o più a, e gli altri invece conterranno 


x 


tutte le a. Il numero di questi ultimi gruppi è appunto N, e quindi il numero 
dei A, che si cerca sarà nN,. 

Nel risolvere la questione ci è comodo determinare oltre N, anche il nu- 
mero N, dei gruppi privi solo dell’elemento ay, il numero Ng dai gruppi privi 


solo dei due a, , ag (4 + f) e per ultimo il numero N dei gruppi privi 


ky ko Ang 


degli m elementi a, 30, 7%0:34, (a, a, +...=-a,) contenenti tutte le 
2 Mm Fi 


1 
altre n—m,a. Tale valore di m poi, si vede subito, è la massima soluzione 


della disuguaglianza in m: 
(4) Ma (" nr 2) IO 


(4) Di tale relazione sono notevoli le seguenti proprietà: 
I. Se ad » si danno i valori della progressione aritmetica di 2* specie: 2, 4, 7, 11, 16..., 


| Ro . 2+A(h+1) * i 
in termini generali: Una go prgn 2, 3,,..) m assume in corrispondenza pure valori (mas- 


hh_1) 


(et, 2, 27. 


simi) in progressione di 2 specie: 0, 1, 3, 6, .10... 


n_ Mm 


Infatti risolvendo la ( 9 


)= n—1 considerata quale equazione di 2° grado in m si 


trova: 


A (2n — 1) +Y8n —7 
Salo pepe po; REI NI . 


Tali valori sono reali giacchè per ipotesi n= 2 ma di essi però ha significato per noi solo 
quello in cui il radicale è preceduto dal segno — giacchè l’altro volore rende m > n il che 
è da escludersi, Avremo quindi: 


(2n— 1) —V8n —7 
(1) m= Ù 


VoL. LV. i 17 








Per ragioni di simmetria, si può osservare che il numero N, è lo stesso 
qualunque sia a (x =1, 2,...,) e quindi potremo scrivere : 


DI SEN 
1 


e per la stessa ragione 


n n ; 
DNos = (2)Nx DA RI I DI Nujcg...0m = Mari 
ap 


Xj Xe «km 


ove i sommatori sono da estendersi a tutte le combinazioni degli » elementi 
della classe m. Ne viene che a noi basta trovare i numeri N,,j N, 3 N,33-**, 
Nj39...me i 

All’uopo si osservi che per avere N,,3...n basta considerare le @,,41 3 4n427:*:4n 


) combinazioni binarie e poi di queste formarne i gruppi 


n 
formarne le loro | 9 


e in questa ponendo: 


LIU 


2 


sì trova: 


Mh— 1) 
E ni 


m 


(h ==1,2,:3-..0) 


Tali valori di m poi sono le massime soluzioni della (4) in quantochè per valori maggiori si 
avrà certamente o n — m negativo oppure (" vi 5) <n— 1. 


II. Viceversa se la (* 9 n) =n — 1 ossia la (1) e soddisfatta da valori interi di n, m 


dovrà esser }Sn — 7 razionale e dispari e poichè il suo minimo valore è 3 avremo: 


Van = 7=2h+1. (h=1, 2, 3..°) 
Ne viene facilmente: 
+ Ah + 1) hh i) 
ci Spr "LI deg o ’ aston 


e le proprietò ora esposte saranno interessanti a studiare anche per l’ espressione più gene- 


rale (8) che introdurrò iu seguito, i 


= 


it ini et e e e Ai aan i 
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nm 
ad n—1, in numero cioè di | 2 ed in ognuno di questi vengono a com- 
n—_1 


parire tutte le @,,},,-...,4, giacchè per l'ipotesi (4) non possono esistere 
gruppi con an numero minore di a. 
Per avere NE toi) si considerino le d,,, 4,41,» . 3 @,, SÌ combinino a 2 


; n--m-+1 
a 2 e poi queste | pi: 


n--m+-1 
co-ì il numero 2 
n_-1 


combinazioni si raggruppino ad n—1 e si ha 


; ma in N,,g(m-1 devono entrare solo i gruppi con- 


tenenti tutte le a,, , 4,41; -++.34, e quindi bisogna escludere i gruppi che ne 
contengono una di meno e questi saranno in numero di : 
il cdr 
Menelao Spa Ni mena 1) a a 


Più in generale, se si vuole il numero : 
Nar Oem [ (si convenga che per s=0 , sia N—=N,) 
si prendano le: 


(5) ba Ask) ’ A 542 35.343 


si formino le loro combinazioni binarie | e poi come al solito i gruppi 


dd 


n_—8 
| 2 ) e da tal numero bisognerà escludere i gruppi che nòn contengono 
n_-1 


tutte le (5) ma una di meno, e questi sono in numero di : 


UA 


5 Nizza _ (n A 8) NE perg ; 
a=8+1 


così pure quei gruppi che ne contengono due di meno : 


(n—8 
, Njgg...saiag | 9 N grato ds a,=8+1 peg, a,% 


XyXg 


e così continuando, escludiamo per ultimo i gruppi che ne contengono m — 8 
di meno: 


» n 8\, 
N123...8,0,9...Gm-s a (1) E; ) N,gg..me 


ya ++ Amts 





DT 


i 


4 L vad n 
SETRET II 
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Abbiamo quindi la relazione : 


n_l 


- rita sati 


N-8 I o - 
n_-$8 n_-8 ‘° * 
N39. = | 2 ) —(n—s) Nizt| 2 )N monetine (My) Nigg.ne 1 


Dopo di ciò si può scrivere il seguente sistema di m + 1 equazioni con i 


m | 1 incognite : 


e 


PIA CNR i LAS 57 PER) 
N+(-DNxt( ; Net E + Nandi Da 


VAR +(18 Na Ca 


(- m A 
Nijzgcctm=y Tie fatta 2 

wi n_1 

(3 

Ni 2 hi 

| i 
sistema compatibile e a determinante uguale all’unità. "i vo Ha A 


Perciò si avrà quale valore di N,: 


G) 00 0) (A 
(2) a (0) 


n_1. 


. “ 


Ap Cei 3) gp 


Far CUTE 
(Ge 

2 0 0 Dein 0 <a 
n_1 @ 
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3. Ecco ora il metodo ingegnoso col quale il sig. Mario Pascal è per- 
venuto allo stesso sistema di equazioni. 


(6) 


n_-1 


ded ()1) A 


è una conseguenza immediata del significato dato alle N, , N,j 3» + +3 Ngg..m 

Ma tali quantità sono suscettibili di altro significato e precisamente N, si 
può considerare il numero dei gruppi in cui manchi nessun elemento, quando 
questi invece di esser n siano n — 1, N,, nella stessa ipotesi è il numero dei 
gruppi privi di un solo elemento, .... . N,,3...n il numero dei gruppi privi di m—1 
elementi. 


Ne viene: 


(5a ni n_1 n—1 n1)\x 
#1 N; se È NI 9 NI, . + m_1 4123...m* 


n_-1 


Similmente N,, può considerarsi il numero dei gruppi privi di nessun ele- 
mento quando questi siano n — 2 } N,,; il numero dei gruppi in cui manchi un 


elemento, . . .. N,.3...n il numero dei gruppi in cui manchino m — 2 elementi e 


quindi: 


((n—1 
n—-2 
| 2 ) = | (n 2) NE LR o -- (Ne 
te . 


Così continuando avremo per ultimo N,,;..., numero dei gruppi in cui non 
manca nessun elemento quando questi siano n—m e perciò: 


Reti 
2 = Nino 
n_1 


4. Trattiamo ora alcuni casi particolari ed incominciamo dai più semplici : 
; i È ; 2-m 
a) Sian=2 e gli elementi a, , a,; la (4) diventa | 9 =1 endem—_0 


ed il sistema (6) si riduce all’unica equazione 
Lt: 


cioè si ha un unico gruppo che contiene a, , 4,. 


)(-154 ) 


Ne viene quindi un'unica scelta per i denominatori dei simboli di À,, men- 
tre i numeratori si possono scegliere in 2 modi diversi e i A, che verificano la (1) 
saranno pure 2. 

Infatti in tal caso: 


= 


AS=S 


2 


=+ A, A 





12 21 
ti ta 


b) Nel caso n = 3, si hanno 3 combinazioni binarie peri 3 elementi a, , 4,, 

















4, dg 


hi 
Sia Mg Rag —m 

a, @ perla (3) 3 grappi di 2 combinazioni. La (4) diventa | L )> 2 onde m—=0 

ed anche qui il sistema (6( si riduce ad una sola equazione: 


Spa 


e quindi i 3 gruppi contengono tutte le a. 
In tal caso i A, sono 9 ed essendo; 


= 


d,, d,, dg 
A, 93 do, dg, Ugg d 
d,, dn) sn 





12 12 21 21 Gpl S1 | 
12 143 12 +8 12 13 
i a, À, ) =—-a,,À, ’ =a,À, 
13 1S 23 23 32 32 
Xi) (13 {Ni} {13 (1) 13 
12 12 21 21 31 SL 
Fapicar iso ea 
=— @,gh,, ALA =—agh, 
13 13 23 23 OZ 32 
1 | SI 23 21 DI 21 23 
12 12 21 SI SA: 84: 
TON TTT 
=<[ca,.dl ) =—-4yzh, ’ =+4 A, 
13 13 31 oil SZ 32 
| \s1) (32 31) \82 | (81) \s2)] 


. - 3 im 
c) Se è n —=4 coi 4 elementi a, , a, , a, , @, la (4) diventa | È )=s 
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onde m —=1 ed il sistema (6): 


n BL) | 


3 


s-(0) 


3 


da cui N, —=1 e quindi anche N, =N,=N=1ed inoltre N= 16 ed il 
numero dei A, sarà 16>x<4= 64 d’accordo col Sig. M. Pascal. 


d) Per n—=5 la (4) ci dà (= 4 e quindi m = 1 e si hanno da 


determinare due incognite N, , N,. 
Il determinante (7) diventa ; 


e dal sistema (6) si ricava : 


Il numero dei A, sarà 135 >< 5 = 675. 

Questo risultato è diverso da quello dato dal sigg Mario Pascal alla 
fine della sua Nota. La ragione della divergenza sta nel fatto che nel com- 
puto delle soluzioni dell’equazione indeterminata considerata da questo A., sfug- 
girono alcuni casi. 

6_-m 
2 
luzione ml e quindi il sistema (6) risulta composto di 3 equazioni con 3 


e) Nel caso di n—=6 dalla (4) | )> 5 si ricava come massima so 


PRATO RI Tn, SRD RARE int. i ital ona e 
VAS RESI ev ART REL SIC SE TATE, I TEN) CEPLTI MEDI ONE ROIO 
. h # È n 7 v 7 e TO x da 0 
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incognite e risolvendo si ha : 


cioe : 


N, = 1581 N,=222 N,=6 


e i determinanti A, saranno -1581 >< 6 = 9486. 

10—-m 
2 

avremo da considerare un sistema di 6 equazioni con 6 incognite ossia : 


Passando per ultimo al caso n —=10 poichè la | )>s «dà m= 


N -+10N, +(5) N +(9)Nx +()N » (1) i (13) 


5 


ri 
«Pay e. DI 
naar Ai 





e risolvendo troviamo : È di 
ri 3 l i ? + w % 
È Niog=10, Nay=4945 , Ny=259105 , N,= 4695040, *% 
È i . r i; { | i L° 
N,=42143500., N,= 221817765. * 09 

e il numero dei A, sarà quindi 2213177650. cea 
È È - ; Sa 
4. In riguardo poi alla questione più generale circa il numero di A, ve- fr 
 rificanti la (2) basta osservare ehci numeratori dei simboli di A, variano in "TA 
: 3 À : VIA 


(f i) modi, mentre pel numero N, dei modi con cui si possono scegliere i 


denominatori, occorre nel ‘problema combinatorio già trattato, sostituire in 





luogo delle. (2) combinazioni binarie le () combinazioni di classe % e di que- 


ste ultime poi formare i gruppi a n —k+ 1. ( s 

Avremo perciò che in tal caso il sistema (6) è sostituito dal seguente ; 
pro Si 5 A 
b i FEE St DI % 
F n» n , n i 4 
Nr (9) Lo + (Nt (In e 
È 1 n—k+1 i hi 
o v 








N, +@-NN,+ (-) A e Ea WEsio 





sa - ded, n—k+1 i A 
mne Ko 
5 . . . . . . . . . . . . » . . . è ° . . ne 
È 
n | di: et 1 A 
riga code ee RM ina k n 

i 0 \n-k+1 

i tera 

TZ Pr | I de MAI 


ove m rappresenta la massima soluzione della 
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DE : | (ati | i 
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ari 


e la N, sarà infine espress 


AE I IO gii E 
a dal determinante :_ 


ci 
i) 
mn_—k41 
0) | n) KE 
n—k+1 ua 


n—-m+1 
k 
n—k+1 
fg 
k 
n—k-+1 


mentre che il numero dei A, cercato: sarà DT 


si perviene pure generalizzando il procedimento del Sig. M.Pas cal Pte) 
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METRIC PROPERTIES OF FLEGNODES 
ON RULED SURFACES 


BX: 


SAMUEL W. REAVES (a Norman, Oklahoma, U. S. A.) 


$ 1. Introduction. 


The theory of ruled surfaces due to Professor Wilezynski is based 
upon the consideration of a set of two iinear homogeneous differential equa- 
tions of the second order, 


VE + p,Y cn Pif "| 1,,Y CE VIESA 0 ’ 


2" Puy + Py at do,Y + Qi = Las 


where pix » dix 3 (è; k=1, 2), are funetions of an independent variable « (*). 
We shall speak of this set of equations as system (A). 
Four pairs of solutions y, , #;, (O —=1,2,3,4), of system (A), for which 


the determinant 





n | Î 
D=|w 2. vw. 2". 
| iP ast 


does not vanish, are said to constitute a fundamental system of simultaneous 
solutions. 


(‘) Projestive Differential Geometry of Curves and Ruled Surfaces. Leipzig, B. G. Teubner, 1906, 


_ Chapter V, è |. 
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We group these four pairs of functions into two quadruples, (Y, , 3 %3%) 
and :(2,,2,,%,,%,) , and interpret these two quadruples as the homogeneous 
coordinates of two points P,, and P,. The coordinates of P, and P, being. 
functions of x, these points will move as « varies and will trace two curves. 
C, and C,, called integral curves of the system (A). Those points of these 
curves which belong to the same value of x are said to be corresponding 
points. : 

If the pairs of corresponding points on ©, and ©, be joined by straight 
lines the locus of these lines will be a ruled surface, called an integrating 
ruled surface of system (A). If the determinant D is not identically equal to 
zero, this ruled surface will not be developable ('). 

Conversely, for every non-developable ruled surface there exists a system 
of equations of the form (A), and the coefficients of these equations can be 
determined when the parametric equations are given of two distinet curves 
on the surface neither of which coincides with a generator. These two curves 
may then be identified with the curves C, and ©, of the preceding discussion, 
and may be called directrix curves of the surface. 

In this paper we shall cousider some metric properties of non-developa- 
ble ruled surfaces. For this purpose we shall choose the line of strietion and 
the infinitely distant curve of the surface as directrix curves. Most of the 
results obtained are connected with properties of the fleenode curve, the flec- 
node surface, and the osculating quadrie. 

The author of:this paper wishes to acknowledge his indebtedness and 
express hîs thanks to Professor Wilezynski, who suggested the subject 
of this investigation and whose kindly guidance and criticism have been in- 
valuable. 


$ 2. Elementary Relations. 


Let the cartesian equations of a non-developable ruled surface S be writ- 
ten in the form cal 


(1) a=&t0, y=ytim., a=z+1tn 
In these equations #,,%,% denote the coordinates of a point O on the line 
of striction of S, expressed in terms of the length of arc s measured along 
the line of strietion from one of its points; 1, m, », are functions of s and 
denote the direction cosines of the generator g through O; and # is the di- 
stance from O to an arbitrary point on g. We shall assume that the positive 
directions on the ‘coordinate axes form a right-handed system, 


(1) Wilezynski, loc. cit., p. 130, 
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Since O is .the central point of g, it follows that *) 


(2) f l'on ty, ds nioe==0, 
where, as always hereafier, accents denote derivatives taken with respect to 
s. The left member of (2) may. be written briefly Y/x”,, and we shall hereaf- 
ter oceasionly use other similar abbreviations. 

From (1) it is scen that the direction cosines of the tangent # to the 
line of strietion'at O are i, These determine a positive direction on t. 
The positive direction on g is determined by the values of Z, m, n. We choose ò 
a positive direction on the surface normal n drawn through O such that the 
positive directions on g, t, and n, in the order named, shall form a right- 
handed system. The direetion cosines X, Y, Z of » are then given by the 
equations 3 

nà mn & DA E OSE Ra TZ lm 
(3) ua CX | FE GA ne SAR e ; 
+ vi o 29 Gi Di vi 
where . 
dI m ni ih È 
(4) ves di = |{1- S 152% NE 
Vo %% 
Let 9 be the angle between the positive directions on g and #, and let 
(5) > =.0080 = Xla', 
Then from (4) and (5) it follows that 
(hic | e=1. 


SELE g be a tangent to the surface S drawn through .0 and perpendicu- 


lar to g. The line g generates a surface S know as the conjugate surface to 


_S. The two surfaces S and S bear to each other an entirely reciprocal rela- 
tion. They have the same curve for line of striction and at each point of 


this curve they have the same surface normal n. The positive directions on 





0) Eisenhart, A Treatise on The Differential Geometry of Curves and Surfaces, Art. 103 
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9g and n having been assigned, we now choose at on Ti in such. a way that 
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SI the positive directions on 9 I, n, in the cdr named, shall form al right 





handed system. If l, m, n, denote the direction cosines of 94 these VAL have 
the ratios 
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9 (3) l Mm tel Eee 
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pri From (3). (4), (5), and (8) it follows that 

Sn = a—-cl , — ,y,— em — e — en È È 
‘e (9) Il, m le n i n=; PR 
74 (6) (0) i 6 {; ” 
i and nov it is readily seen that i sr - Sc CCISEEO 
fo (10) 0 da my +e = 0= 000,0 NE 
7 where 6 is the angle between the positive directions on 9 anda 3 

From the two pairs of equations 

1 Sx1=0 , EXe,=0 and MI=0 , Ma,=0 

gif: 

di; si 


it follows that 





4 é 
ce (11) Niva = Vem n 
MR Whence ; DR Me 

(12) diese ae nera sen RAD ue SOPLI 

d ch, it SETA 

ga 

Da - 4 71 pe h # 

Sat (1) Eisenhart, loc. cit., Art. 104, ; SI Er 
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‘Where a—= Il? Comparing (3) and (12), we find the sign of a as well as its 
value. Thus, 
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$ 3. The Coefficients of System (A). 


|. If we introduce as homogeneous coordinates x, =, %,=2Y , a, =, 
_ &,j=1, and in (1) replace t by a function of s, say #(s), we may regard 


ta RAI, 


Micol cai pren 


as Dic parametric equations, in homogeneous form, of an arbitrary curve on 
È the surface S. 

| Now” let us choose two special curves on S as directrix curves ©, and 
RO, by giving to t first the value zero and then the value infinity. The equa- 
| tions of these curves are 

(18) C;: Y,=% 3 Yo Yo WE YUE, 
«which is the line of striction, and 
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wich is the infinitely distant curve of S, 
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Substituting in (A) the values of the pairs (Y; ,-2) } (= 1, 2, 3, 4), as 
given by (18) and (19), we have eight equations from which to find px, 4a è 
(i,k= 1,2). On solving these we find the following results, where the right 
nembers are abbreviations for third order determinants of which only the 
first row is written, the second and third rows being obtained from the first 
by writing y and 2 for x, and m and n for l: 


Dp,=— |a 1 | DS Db = tV LE Ù 
Dp,, = —| 10 | s Dop, = — JR AME 
(20) 
Diggei L, w", l | ’ Dgq, = | Lo Vado | ’ 
Ud = di 0 ’ De|]a, tV]. 


A necessary and sufficient condition for S to be a developable surface is 
D=0 (‘), and as we wish to exclude such surfaces from consideration we . 
shall assume throughout that D #0. We ‘shall assume further that S is not 
generated by the binormals of a curve, which is equivalent to the assumption 
that S is not developable, i. e., D=|a,V|=#+0. 

We shall next find expressions for p,,,g, in terms. of geometrie magni- 
tudes connected with the surface S. For this purpose we shall make use of 
a movable system of axes which for each value of the independent variable s 
consists of the trirectangular system O-gg n, where O is the point on the» 


line of striction given by that value of s, and g,g9,n are respectively the 


corresponding . generator of S, the generator of S, and, the surface normal 

through O. The positive directions of the axes will be taken to agree with 

those already assigned to 9,9, and n. We shall sometimes speak of these 

axes as the local system of O. 
When using the local system of axes we have 
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(21) 
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(1) Wilezynski, loc. cit., Chap. V, è 2; Eisenhart, loc. cit., Art. 105. 
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Since we have xpoypo Yx®?=1 and YTX—YX1= ZI1=0, it fol- 
_lows by ISCR: first and then applying du that 
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ny =0 , Xx'+w=0 0, n4+T=o0. 
We may set 
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Since the direction cosines of the tangent t are e, Y 6,2, and also 


‘c,e;0,we have 
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From (2), (2), and (24) it follows that vo Let %, X be the parame- 
-ters of distribution along g, g. Then we shall have a 

















(25) Dit» a 
i; 2 al di x 7 È Ù 
3 \ i ge: 
Substituting in (25) the valnes given by (21)- (24), we find 
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By difterentiatig STALIN (9) and then SIIpRGTIDE the results by means — 


of (21) and (27), we find 
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and from (13), (16), (21), and (27) we find Cat yo NT 
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Whence, by differentiating (12) and (15) and then substituting the values 
given by (21), (27), and (29), we find x 
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If now we substitute in (20) the values given by (21), (27), (28), and (30). 


we find the following expressions for the coefficients of system (A), all written 


in terms of the geometrie magnitudes c,c,k,k: 
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We may write down a set of equations analogous to (20) for the coefti- 


cients of a system (A) for tlie surface S conjugate to S, by replacing D Par 
dis 1, m, n, of (20) by D, Di RE di + Li my, n. If in this new set of 
equations (20) we substitute the values sigen, by (21); (27), (28) and (30); 


we shall obtain a set of values (31, ICarTaRa Tai D entirely” similer. in form 


DA 
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| to those given by (31); in fact (31) may be written down at once fron) (31) 
merely by interchanging the stroked and unstroked letters. 


We have assumed that S and S are not developable and therefore 
D+0, D4-0. Hence by (25), 4+0, X+ 0. By the last equation of (31) 
and of (31) it follows then that e +0, c +0. Hence we shall assume throu- 


ghout that none of the functions Cc, c, k, k vanishes. 


- $ 4. — The Flecnode Curve. 


A point on a ruled surface at which it ls possible to draw a tangent 
line intersecting four consecutive generators, is called a /ecnode; and such a 
tangent is called a flecnode tangent. There are two fleenodes (real, imaginary, 
or coincident) on each generator, and the loci of these points as we go from 
generator to generator constitute the two branches of the /lecnode curve. The 
loci of the flecnode tangents are the two sheets of a ruled surface called the 
Hecnode surface of the given surface. 

The coordinates of the flecnodes P, , Py on the generator g are propor- 
tional to (') 


u +0, 








(32) Mi == 9 Zi, 
(iodio 34) 
| i u 187 
(35) ESCO Pa ni ‘4, 
where 


0,4 +4u,%, 

ug 2p', CER 4g, 1% Py (PD, Hd Psa) ’ 
(34) - 

U, = 2D', ma * 49, sé Po, (P,, n Pra) ’ 

u = 2 n Si) — 4A, I) + PD, — Py 


Using the directrix curves (18) and (19) the cartesian coordinates of the 
fleenodes on g are found to be 


(35) Pr: a, = 4 tl  VEVTtM , e=att0; 
(36). Par = tt YET =, 


(1) Wilezynski, loc, cit, Chap. IV, $ 3; Chap. VI, $ 1. 














where 
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From (32) an (33) it is clear that 60,=0.is a necessary. and sufficieut 
condition for the two branches of the flecnode curve to coincide; «, = 0 is. 


CA 
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s 2A 
a necessary and sufficient condition for one branch to coincide with the di- 


rectrix curve C,, which we have here chosen to be the infinitely distant curve 
of the surface; and «,, = 0 is a necessary and sufficient condition for one 
DA branch to coincide with C©,. which we have here chosen to be the line of 3 
08 striction on S. a 
E. From (35), (36), (37) it is seen that the mid- ‘fatet M of the cn Pi, 
i P, is given by (1) with 








i t 
(38) Rn 
i RI 24, 
“d and hence M coincides with the central point O if and only if u= 0. 
be: Since t,t, = — —è, the flecnodes (in the case that they are real) are on 
o. 4 =} 


the same or opposite sides of the central point according as v, and «,, have 
unlike or like signs. Substituting in (34) the values geven by (31) we find 


38 __ck d È Sar d lò e 
( ) U,, — Fra ds 8 Ck ds g 6% >) 
39) RARI 
ii 
RARA ROME ETA a, ; 
4 Fasuaeea terne SCR e ped ap aa Li 


If ru, —:0 then by.40), 


(42 ———, = const. 
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Hence a necessary and sufficient condition for one branch of the feenode 
curve to be at infinity is that kk°tan?9 shall have De same value for gii 
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If this condition be satisfied the expression (36) for «,, takes the sim- 


pler form 


LÌ 


) 2ce da 
(43) U,,, = A (2% +- ke). 


Hencc a necessary and sufficient condition that the flecnoide curve on S shall 
consist of the line of striction and the infinitely distant curve of the surface 18 
that kktan?8 and 2k + k shall both be constants. 

M. Tzitzéica (!) has called attention to the ruled surfaces with [non de- 
generate] director cone which have the two properties that the line of striction 
and the tine at infinity on the surface are the two branches of the flecnode 
curve, and which have the additional property that the director cone is a cone 
of revolution. These three properties, he says, characterize the ordinary raled 
helicoid, generated by a straight line subject to a helicoidal movement around 
an axis to which it is not perpendiculaat. We shall give a droof of this sta- 
tement, but will first find a different characterisation of the same surfaces. 

Let S have a cone of revolution as director cone and let the constants 
A, B, C be the direction cosines of its axis. Then 


TA-+-mB-+-nC=s, 


where E is a constant such that 0 < |el<1. By differentiating this equation 
three times and eliminating the constants, we have 


Ù m' n' 
(44) loi m'' nada; 
(4 mi!” n!!! 


as a necessary condition for the director cone to be of revolution. It is a 
familiar fact that this condition is also sufficient to insure a .linear relation 
with constant) coefficients between 1, m, and n, so that the condition (44) is 
necessary and sufficient for a director cone of revolution. 

The condition (44), by virtue of (27) and (30), becomes 
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. Hence we have proved that a necessary and sufficient condition for the director 


FINE ck 
cone of a ruled surface to be a cone of revolution is that —— be constant. 
c_k 


(1) Comptes Bendus de VAcad, des sciences de Paris, July 20, 1908, 





be constant the other is also. Hence 


If one of the tro functions 
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SH 


if a ruled surface S have a director cone of rivolution its conjugate surface S 
also has the same property. 
If now the conditions (42), (43) and (45) are all satisfied, it follows that. 


k, k, and 0 are all constants, and conversely. Hence the ruled surfaces which 
have for flecnode curve the line of striction and the infinitely distant curve of the 
surface and whose director cone is of revolution are characterized by the properties 


that k, k, and 8 are constants. i 

It is essy to show that for a helicoid k,k and 6 are constants, and that 
the generator will intersect the axis if ani only if k=k. We shall now prove 
that if %, k, and 0 are constants, the surface is necessarily a helicoid. 


We see at cnce from (5), (6), (25) and (31) that ce, c, DA DA a, and 4 
are constants. Eliminating x, y, 2 from (12) and (15) and integrating, we find 


al’—-al =k,,; 
(46) bi am-_—-am=k,, 
an -an =k,, 


where X,, %,, k, are constants of integration. Multiplying (46) by V, m', , 
and adding, we have 


O0=kl + km 4 km, 
whence - 
k,14-k,m 4 km == const. 


Hence the generator g makes a constant angle a with a fined line FT. It may be 


proved in the same ‘way that 9g makes a constant angle a with f. i 
Let it be assumed that the z-axis has been chosen parallel to the fixed” 
line f. Then 


N =Î"0080=="C0NST. 
Since 
cs Zla= const. 
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| Ala 0 
| 
— Hence we have 
mn n | l m 
Aran urea on SITI TOSTI III ORI 
- mn Pi l m 














Since n’ = 0, we have 2”, = 0, and therefore 
(48) 08 a 


Again, since n’ —=0, we have 
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Umm =0, aly =0; 


hl 


and since l, m, n are not all constants, 








and therefore 
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From (47) and (49) it follows that X is a constant. 
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the line of striction of the surface. 
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the lenght of arc on the curve, wo have 
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The radius of curvature p of this plane curve is constant; for 


Having chosen the direction of the z-axis, we may now choose for 2y-plane 
any plane perpendicular to te 2-axis and for origin that point M in the 2y-plan e 
which is the center of curvature of the curve a =a,,Y=%,%=0 at the 
point N(w,,%,; 0). This curve is the orthogonal projection on the xy-plane of 
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ds . 
whence by squaring and adding (50) and using (49), we find that =: is con- 


stant, and therefore 
1 d°x \} d*y \? È È ds \} 
+=) tu A (È) 3: 


ds \ ds \} 
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If g be the angle which MN makes with the «-axis, then 


L 


dv, = p 0089 , Yy=P8ÎiNp, 
and therefore 
pp? = a + y°, = + m?) = const. 
Hence 
p' — const. or p—=ces tc. 


The direction cosines of the generator g are 
id 
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and those of MN are (cosg , sing , 0). Hence g is perpendicular to MN. 

Having shown that g makes a constant angle with a fixed line /, that 
the common perpendicular to f and g is of constant length p, and that 2, and 
« are linear functions of the same variable #, we conclude that the surface 
generated by g is a helicoid. 


$ 5. The Flecnode Surface. 


The locus of the flecnode tangents to S is called the flecnode surface. 
This surface consists of two sheets, one sheet corresponding to each branch 
of the flecnode curve. We shall now show how to compute the cartesian co- 
ordinates of a point on this surface. | 

The homogeneous coordinates of the flecnodes P, and P; on the generator g 
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È |see (32) and 33)] may be written. 
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where #, na are given by (37), and y, , €, by (18), (19). We shall consider first 
; thai sheet F, of the fleenode surface which is generated by the fleenode tan. 
i gent through P,, i vi" 
On the flecnode tangent at P, there is a point P, whose coordinates (') i 


are proportional to 


(52) : f 5* Vi == Pa + t,0x . (K ele, 17 Hop 3, 4) ’ 


Si Aa? 
‘ 


where 
Pa = 2% + P,,Y% + Dati b) 
(53). 
O, = fer 2e' k L Pa Ya + Pf È 


Hence the coordinates of an arbitrary point on the line joining P, and P, 
may be written 


(54) ment ah, LESLIE 


“where 2 is an arbitrary parameter. 


If we set a O fin Ds Pa A in (54), and make the substitutions 
d UA 4 
ica indicated, we, shall find the following cartesian coordinates of the point 


a on the surface E 


(A e PES a 2 ca fi: 
i Pu > a+ t, Po, | i pa” È 


y ade being found *ronx (55) DIE a SyClical permutation of the letters @,, % ; 
Tag; om, n. 
The parametrie equations of the second sheet F, of the flecnode surface 
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(1) Wilczynski, L00; cit., Chap. VI, $ 1. i 
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inay be found in a similar way. It will be found that these equations may be 


written down at once from (55) by merely changing t, into é,. 
If one branch of the flecnode curve be at infinity on the surface, i. e., if 


9: — 0, then the corresponding sheet F of the fleenode surface will have 


U 
ATO . 


the equations 
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(56) F: y=ykt—-m 4 tm, 
Pai 
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Po, 
where # is the parameter. The generator Y of F is parallel to 9 and its dis- 
ag : 20k rm 
tance from 9g is —, which by (29) and (31) has the value -- gf The gene- 
24 


rator f meets the surface normal » to S drawn through O, and the parameter 
t measures the distance along Y from the intersection nf to an arbitrary point 
on f. The central point Q on f is found from the equation Xl'a' = 0. 


This gives, in view of (42), 
(57) t_=-- —— 


as the value of the parameter at Q. Hence the coordinates of Q, referred to 


the local system of axes O-ggn,, are 





AA SOC 
(58) (C* Red ae) 
e c 


P. 


In a later paragraph we shall study some properties of the loeus of Q which 
is, of course, the line of striction on F. 

From (57) it is seen that % will vanish and hence the central points O and 
Q will lie on a common normal to S and F-if and only if k be constant. 

The generators g and f being parallel, equations (7) show that the gene- 
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rators g and f on the conjugate surfaces are also parallel, and henee the 
surface normals at O and @ are parallel. 
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The two surfaces S and F, each being the flecnode surface of the other (!) 


with the curve of contact of corresponding generators at infinity on each, 
bear toward each other an entirely reciprocal relation. It would seem plausible lt 
then that the point C midway between the central points O and Q and the | 
trihedron composed of lines through C parallel to the local systems of axes 

at O and Q, would bear some, and moreover the same, geometrie relation to 

both S and F. We shall find this to be the case. 


$ 6. The Osculating Hyperboloid. 


If the coordinates of P, and P, form a fundamental system of solutions 
of system (A), and if those of P, and P, be given by equations (53), then, 
referred to the tetraledron P,P,P,P,, the equation of the hyperboloid Hg 
which osculates S along the generator g is (*) : 


(59) sg woa0. 


We shall transform this equation to one in cartesian coordinates referred 
to the local system of axes through O. If the cartesian coordinates of a point 
P(@,; #,,%,,2,) be (@,y,) then the general equation of transformation are 


he vai 1% | Pa 4 0%; 
Ny — YA e, 4 pa 3 
(60) 





Ma = Ye, 4 20, d- pa |- 
RTS Ye, "n 2a dl P4®, Zini St 


Our cartesian coordinate axes being the local system through O, the values of 
Yi 3%, Pip Si, (6 = 1, 2, 3, 4), are found from (18), (19), and (53) by using (21) 
and (27), and are respectively as follows : Li i 


- 


2 20 
(10,07 0), (P,e20, 20,09) (303 pra). 
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VIDE, 


, 
Substituting these values in (60), solving the resulting equations for @,, 
5 


mos, x,, then substituting in (59), and making use os (31, we have 
a (61) clk 4 kE + che + k'kyz — 26key + 2ek ka = 0, 


(1) Ib., Chap. IX, $ 1. 
BO) IbeeChap. X, SVI. ° 
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as the equation of the osculating liyperboloid Hs of S referred to a local system 


of axes consisting of the generators g and g and the surface normal n. | 
With reference to the same axes the center C of Hy is readily found to 
have the coordinates 





k'% cl 
(62) 0=(- RTRT e). 


On every generator g there are two points P,, P, (real, coincident, or 
imaginary) at each of which one of the asymptotie tangents coincides with 
the tangenl to the parametrie curve £ = const. on (1) trough the same point. 
These points are given by the roots t,,t, of the equation | 

Py ni (Pu Pot — Pa; 
where 


i =0RLO A 9 


If P, denote the mid-point of the segment P,,P,, then 


; a et blbe Pi £3 k' 
A 9 05 6a 


2P,; 2c 


Hence from (62) it follows that P, is the orthogonal projection on g of the center 
of the hyperboloid osculating S along g. a 
When referred to parallel axes through the center C the equation of Hg 


becomes 


(63) + Wat + e°k® + cl'kya — 206 key — Ekk = 0. 
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The product of the squares of the semi-axes is found to be = 


which, according to (42), is constant if and only if one branch of the fleenode 
curve be at infinity (!). 

Comparing (62) with (58) we see that when S and F have the common 
branch of their flecnode curves at infinity, the point mid-way between the central 
points O and Q of corresponding gencrators g and f is also the center C of the 


(1) Demoulin, Comptes Rendus de l’Ac. des sciences de Paris, June 29, 1908. It appears 
that the letter r which occurs in this writer?s equation of the osculating quadric is a misprint 
for 4, i 
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hyperboloid H, which osculates S along g. On account of the reciprocal relation 
existiug between S and F we may infer that C is also the center of the hyper- 
boloid Hp which osculates F along f. This fact may also be verified analiti- 
cally. 

When referred to the same axes as (63), the equation of Hr is 


| — —kkul, di RR RA 
(64) DI acerra “i + ek 4 ch'kyz — 2eckay — chkk =0, 





which differs from (63) only in the coeffiicient of y°. 

The two hyperboloids Hy and Hg have a principal plane in common: if 
and only if % be constant. Considerations of symmetry would lead us to sup- 
pose that the parameter of distribution %, along f would at the same time be 
constant. This is in fact the case for it may be shown by direct computation 
that 4 = — k,. 

The products of the semi-axes of Hs and Hy are the same, and since %,, 
has been taken equal to zero, these products are constant. 

If « is also equal to zero, then Hsy (') is identical with Hp, as follows 
also from the projective theory, since the conditions w= «, = 0 (*) imply 9, = 0. 

The conditions that Hy may be a surface of revolution Hgg here become 


(65) k="const:._, c’hk+ Ek=0. 


But the second of these is a necessary and sufficient condition that the line 
of strietion on S shall be a line of curvature, and the two conditions (65) 
characterize those surfaces whose lines of curvature of one family are equidi- 
stant from the line of striction (*). 

For surfaces of this kind we find 





If the surface is real, «, and «,; have unlike signs and therefore, 9, being 
negative, the flecnodes are imaginary. 
In view of (65), equation (63) becomes 


(66) Hsr: (@- + o + 2ecay — AA =0, 


(4) Wilezynski, loc. cit., p. 228. 
(2) Salmon, Geometry of Three Dimensions, 4th ed,, Art. 119, 
(®) Demartres. loc. cit., Arts. 88, 89, 
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and when referred to the principal axes of Hyr this equation takes the form 
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eccentricity of a meridian section is e = sec0. 


The center 0 of the osculating hyperboloid Hg, when referred to the 


local system of axes O-ggu, has been found (62) to have the coordinates — 
(6, n, ©) where 





. Hence it follows that if the osculating hyperboloid be a surface of revolution the ; 


$ 7. The Locus of the Conto of the ao sedie Hyperboloid. «I 
i 5 

i 

A 
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68 io i I si, 
(es) 6 do?" e a ca; 
Hence the coordinates x, Y, 2 of © when referred to our original axes are n 
ahh 4 #4 CX, È 
(69) y=%+En + CY, 
CSA ALA 5 SL gl 
We shall now investigate the locus L of this point. For ‘this purpose. we 
shall need the values of X”, Y”, Z” in additlon to other derivatives already — 
found. From (8) it follows that ; 
sE n I l m Leto 
(70) DR DER (I EA EI Mi | DA 
mn (AED lm ne 
SOI by differentiating twice and using the values given in (21) toa and 
(30), we have a 
RASTA GTA 
VARIE A pa PIA SII 7A fe 3 Te hi 
(71) DG —_ Sa ’ 190 rea A) b) L = To (£ | Te degl i . S” EN ì 
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their derivatives, the values given by (21), (30) and (71). It will be found 
that the results may be expressed in terms of v,, and «, whose values are 


given by (40) and (41), as follows: 


a SA 
(72) x = (#128%) è y AL ® ID) 








"I d kk È v tI E 
‘= EE 4280) + a Ubs 2) 


— ds| 4c 


(73) 





II “ ( 2 
% = Be 


— L (u + 26 4,). 


Since y=y' = 0, € lies on the characteristic of the asymptotie plane of the 
generator (!). 

dre 0 thencys = y°" 
of regression on the asymptotie developable if ani only if one branch of the flec- 
node curve is at infinity (*). 

If uu, =0, then a =y =e"—=0, and conversely. Hence © is a fired 
point if and only if both branches of the flecnode curve are at infinity (*). 

The equations of the tangent at C to the locus L are 


= 0, and conversely. Hence © lies on the edge 





(74) = y=0. 


Qu. 


[e 


, ; ) u : 
This tangent meets the generator (e-axis) at the point (- SAP o) which by 
24 


38) is midway between the flecnodes (*). 
Let 


dpr MM; \ #3) 


a 


be the direction cosines with respect to the local system of axes of the tan- 
«gent, principal normal, and binormal of the curve L; let p and © be its radii 


3 (4) Demoulin, loc. cit, 
_ (®) Ibidem. v / 
! (8) Ibidem, 

(4) Ibidem. 


- 

















of curvature and torsion; and let 


(75) 


where a Yy', 2', n, y", gl! 


p*=a4yr pe 


X LITI. AA 
p_a Fe e at A AH, 


Then we find the following values: 


(76) i a = 


‘n i B=0 ; 1= 
(77) SF lp 4g? 
(78) L= se n= 07 
(79) | = ra 





are given by (72) and (73). 


N 


; 
TÀ 
—ppa . 
14 9 
(4) 


Ti n n 


: PTTAÀ 
QESE® 


13 


P 


To find the torsion we make use of the Serret-Frenet formulas. 
Let i, 3%&,3% be the direction cosines of the binormal with reference to. the: 


original fixed axes. Then 


e E a 


ie ENI 


IR + Zy. 


s 


Substitating in these Segani the valnes of LL &, v given by (19), differen. È 
tiating, and then returning to our local system of axes by. mia use. of (1) 


and (27), we find 





So 


}% nai pye' Da cpa'y'' 
IA RES PE hg 
d(p@\ | epy” 
80 AI REIT, 
. ( ) ; bi, Da] Dt kp®® ) 
vp ope" 
1 ds\ pl? kg'* 


hg? 


’ 
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Prom (78), (80), and the Serret- Frenet formulas we now find the threé, / 


following values of the torsion: 
» 




















1 Mi y'(d py''e' . ca' 
fresco Tele l Le di ORD 

x p'L 41 8 09 p'* e kz! ? 

Goa db, — d n FASCE: 

T pm p°y” lo ko? 

REP IA o LE e 
tu pn Sii +£ a +4. 


While these three expressions for the torsion are equivalent, in special cases 
one or more of then may become indeterminate. 

We may inquire under what conditions will the curve L be a straight 
line. If the locus of the point (x, y, 2) be a straight line, then 


1 
efisanzieniconli vaplhiaie, and pros: 


Hence by (75) and (77) we have 9= 0 and y”= 0. Since y” = 0, it follows 
I ktu? 


from (73) that «, =0; and since 4, which now has the value TONE, vanis- 





hes, therefore u= 0. 
Hence the center is fixed. We are let. then to the conclusion: If the 
center of the osculating quadrie of a ruled surface is constained to motion on a 
straight line, then it must be a fixed point. 


The general formulas (76). . (79), whe expressed in terms of ec, © , 


li, k, are rather complicated. In the following speci al cases e: take sim- 
Pler. ARTS 


1. One flecnode at infinity. Here u, = 0, and it is found that the tangent, 
binormal, aad principal normal are respectively parallel to our local system of 


> &Xes' gY, gin as well as to the corresponding lines associated with the flec= 
node surface F. 
We find also 


Mi 4cc > Lao de 
(81) | — + ee 
. ku T kku 





2. The central point midway betiveen the fecnoides. We have now «= 0, 
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ae iii i pi 


CO. Lens 








CET a di 


RM NS ta *\\\\ and our formulas give the following results : 

















\ È Ni 
Na Da 
Qu MIRGURI | A 
A AAT E a 0 ZA 
as L= — 4ABcco8 , Ma s IN=8A Bekh 
È (82) 
A ) (=> 2Bt 2 Borea hl | 
i A? ee | a. de 
E I AZ 
p Bkk'u,, SOI LL 
z where. 
Salt | ec 
ERGE 2 
A=(k°+ 40) e: B=(+°+ 4) 
3. Hg an hyperboloid of revolution. In this case k'—=0 and ke4-k 0, = 
whence «== 0. This is therefore a special case of 2, namely, that one for 4 
Ù which % = 0. We find that the tangent at C to the locus L coincide with the 
È surface normal trongh O, the principal normal of L is parallel to the tangent 
4 at O to the line of striction, and the radii of curvature and torsion are 
‘ ; fede 3 DIGA Fit n 
È 3 
Sd » 
3 $ 8. The Line of striction on F in the Case that S and F iL 
vi have the Common «Branch of their Flecnode Curves at Infinity. 000 
TA In $ 5 we considered that sheet F of the flecnode surfaco which is gen 
SA nerated by fleecnode tangents whose points of contact are at infinity, and found " 
Ù i | for F the equations (56). The local coordinates of the central point Q of the 
‘e generator of F are by (58) and (68), pr 


(83) E Q= (26,0, 20). 3 ui 





We shall now determine the prineipal DER GTODI CUEvaGuro, i torsion of the È 
locus of Q. 





H < 
i sE bed rea a I ASA 


"A PT î ua Se i 4 PA im “oa 
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ì, iP [EM * Mi CREA fe PRESA I ML 4 Ma aa AF, 
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Lana denote the coordinates of Q referred to the original system 11 lt) Sh 
— of cartesian axes, we have È UNIV] (EI) j hf VSS 
| "COTPOTALTI 
i s E 1 3 di h} I ‘LINGIg 
| &=% + 28 + 20X. ITA ui: 
I : - 
(34) lo = Yo + 26m | 26Y, 


= e + 26n +22. 


We differentiate these equations twice and then return to the local system of 
axes through O by introducing the values given by (21), (27), (30) ond (71). 
We thus find, remembering that in our case «,, is equal to zero, 





* 
ui: I ku , 123 , 
ate Snaa 3 sito ; a 4 
(85) 
dl kku — ce. — Cu 
‘AI ChE FIA INTE he) n a 
ve ),h= e, si bt 
Mo 
po = E + +£%; 
(86) 


d, — fonà LI ER 
Then, ifta,8B,1; L,M,N; X,p.,y be the direction cosines of the tangent, 
principal normal, and binormal of the locus of Q, and p and rt its radii ot 
curvature and torsion, we find the following values: 
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In the special case tbat both flecnodes are at infinity, we have u=u,=0, 
so that (85) reduces to i IRR (Gra 


, d 1 Ae es , pre ; 
Do ary Une A] Co == 0; 


(88) : 


, , 7 ) ce Er 
Dare 
\ 
Comparing these values with those given in (27) and (28) for the derivatives 
of x,,%, 3%» We notice that the two sets of values differ only in signs. ] Hence 


we may oe that for the two curves, that is for the lines of striction of S 
and F, the are elements are equal, the tangents are parallel and have oppo- 


‘site directions, the principal normals are parallel and have opposite directions, | 


the binormals are parallel and have the same directions, the.radii of curvature 
are equal, and the radii of torsion differ only in sign. All of this may be 
summed up by saying that when both fleenodes are at infinity, the lines of 


striction of the two surfaces S and F are symmetric to each other with respect 


to a fired point which coincides with the center of the common osculating hyper-. 
boloid of S and F. 


The University of Chicago, 
July 24, 1915. 











SULLE CONDIZIONI INIZIALI 


CHE DETERMINANO GLI INTEGRALI 


DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 


MEMORIA 


DI 


VITTORIA GALLICO (a Genova) 


PREFAZIONE 


1. Sia 


(1) - yO =f@eYyY 040) 


un’equazione differenziale ordinaria di ordine n. 

Il teorema fondamentale di Cau ceh y, sull’ esistenza delle soluzioni di 
una tale equazione, ci assicura che, assegnati per un valore x, della variabile 
indipendente, i valori della funzione e delle sue prime n—1 derivate, esiste, 
in un conveniente intorno del punto #,, una soluzione dell’equazione che sod- 
disfa a dette condizioni iniziali. Ma non sono queste soltanto le condizioni 
che possono servire a individuare una soluzione della (1): se, ad esempio la 
equazione è lineare, il fatto che la soluzione generale si esprime linearmente 
mediante n convenienti soluzioni particolari, permette di determinare la solu- 
zione quando siano assegnate condizioni, anche assai varie, per diversi valori 
%,€, + + + + © della variabile indipendente. I lavori che trattano un tale argo. 
mento sono assai numerosi e furono riassunti nel discorso del Bòcher al 
Congresso di Cambridge del 1912; ma quando equazione non è lineare, gli 
studi fin qui noti si riducono a poche memorie del Picard (') del Nico- 
letti (?) e del Bernstein (°). 


(5) Sur la théorie des équations aux derivées partielles et la méthode des approrimations suc- 
cesives. Journal de Mathématiques 1890. o 

(*) Sulle condizioni iniziali che determinano gl’integrali delle equazioni differenziali ordinarie. 
Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino 1896-97. 


(3) Sur les équations du Calcul des variations, Avnales de l’Ecole Normale Sup. 1912, 
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2. Il Nicoletti, assegnati X punti x,7,....,, cerca la soluzione di 
(1), che nel punto «, prende valori assegnati insieme con le sue prime a,—1 
derivate (dove Y%k, = n), ed asserisce che si può determinare un intervallo I 
tale che, quali che siano questi valori, purchè x,....y appartengono ad I, 
tale soluzione esista. Il Nicoletti procede per successive approssimazioni, 
ma egli sottintende l’ipotesi che la funzione f(xyy' ....y-%) sia definita per 
tutti i valori di y,y"....y-5, perchè altrimenti non si potrebbe dedurre 
che le successive approssimazioni possono effettivamente essere costruite. 

Il Picard asserisce lo stesso teorema per l’equazione 


VS SARTYSUOE 


Osserviamo che se si considera ad esempio la semjlicissima equazione 


che ammette le soluzioni ' 


Ae 





—- log(a - ©) 


le soluzioni di essa, passanti per il punto (00) sono date da 
y = — log(e + C) 4 logC 


e perciò non esiste alcuna soluzione che passi per i punti (x,y)(@,y,) con 
a=Y%=0,x,270,y, 20, il che prova che i teoremi del Nicoletti e del 
Picard non si possono accettare senza limitazioni. 

Effettivamente il Picard che asseriva nella citata Memoria il teorema 
citato, riprendendone la trattazione nel « Traité d’ Analyse >», modifica l’enun- 
ciato medesimo : supposto che il campo in cui rispetto alla f(x, y,y) possono 
variare 2, Y, y" sia dato dalle disuguaglianze 


|e — a] <L ’ ly) <L ’ ly] < L' 


e che in esso sia | f(2,y,y)|< M, afferma che esiste sempre una soluzione che 
passa per i punti (0%); (7,9,) quando sono soddisfatte le disuguaz liana 


MA yy) <L 


mor VT 
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Come si vede pertanto, viene ad essere limitata una regione di forma 


quasi angolare, avente il vertice nel punto (x,y) cui il punto (x,y) deve ap- 
partenere affinehè il problema sia risolubile. 


3. In questo lavoro (Capitolo II) considero lV’equazione 


(2) yi fs Y) 


e, assegnati i due punti x, e @, cerco la soluzione di essa che nel punto , 
assume il valore y, e nel punto #, assume il valore y,, e dimostro che, af- 
finchè tale soluzione si. possa determinare sempre è opportuno supporre che la 
funzione f(@,y,'), oltre ad essere definita per tutti i valori di y° soddisfaccia 


ad una diseguaglianza del tipo : 
(3) |f@,9,9)|<My° + M, 


‘e ad una diseguaglianza analoga rispetto alla condizione di Lipscehtz su 
cui non è il caso di dilungarci ('). 

- Analogamente dimostro che, per un'equazione del tipo (1), assegnati per 
un valore x, della variabile indipendente i valori della funzione e delle prime 
n—2 derivate, e per un valore @, il valore della funzione, affinehè esista la 
soluzione soddisfacente alle condizioni assegnate nei punti @, e %,, è oppor- 
tuno supporre che la funzione /(@,Y,% ....y-5) soddisfaccia ad una condi- 


zione del tipo : 


n È AIR > 
(4) |f3y, gi... gl) | <il A Aisha peo +M; 
cioè, come diremo, che la funzione f(2,Y,yY,y” ....9y-) sia asintoticamente di 
peso <n rispetto alle yy” ....y©75. (Capitolo 111). 

Di questo teorema dò anche una generalizzazione per il caso in cui, data 
un’equazione del tipo (1), sia assegnato in un punto 2, il valore della funzione 
e delle sue prime n—2 derivate, e in un punto 2, il valore della derivata di 
ordine % (Capitolo IV).. 


4. Le equazioni del tipo (2) che soddisfanno ad una diseguaglianza del 
tipo (3), furono già incontrate nel lavoro del Bernstein citato e relativo 
a questo stesso argomento e furono chiamate equazioni (L). 

Ma tale lavoro ha indirizzo alquanto diverso dal presente; invero esso so- 
stanzialmente ammette che la dimostrazione di esistenza e di unicità sia già 


(4) Questa dimostrazione, ed in sostanza la parte relativa all’ equazione del 2° ordine è 
tolta dal Corso di Analisi del 1913-14 del prof. E. E. Levi, 


2 FPSS Ni. SERENE Pr, E 


RITIRATO (ES ELI DINT a PINI “TRENT EOS PO TE VE I i 
È. 
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Stata fatta in un campo sufficientemente piccolo (Cfr. in particolare n. 7 
pag. 442), e, partendo da un tale risultato, si limita a studiare come varia il 
numero delle soluzioni di (2) passanti per dne punti assegnati, quando si con- 
siderino campi via via più ampi. 

Il Bernstein si riferisce, per la dimostrazione nel campo sufficiente- 
mente piccolo, alla, Memoria del Picard; ma poichè abbiamo visto .che il 
teorema del Picard non era completo, e che dal Picard stesso era stato 
sostituito con un altro enunciato che non basta per giustificare le applicazioni 
che ne fa il Bernstein, per giustificare i risultati di questo Autore occòr- 
reva appunto stabilire quanto abbiamo sopra enunciato, il che è fatto in que- 


sto lavoro. 


5. Le equazioni di 2° ordine che soddisfanno alla diseguaglianza (3) erano 
già state incontrate dal Painlevé ('), il quale dimostrò per esse che se 
una funzione y(x) è finita e continua nell’intervallo a <x <db e ammette le 
derivate 1° e 2*, e soddisfa a (2) in tutti i punti interni all’intervallo, ammette 


pure la derivata finita nel punto d. 


6. La ragione intima del presentarsi della stessa limitazione (3) nel teo- 
rema di esistenza dimostrato nel Capitolo II, e nel teorema ora citato del 
Painlevé, è messa in chiara luce da una nuova dimostrazione del teorema 
di Painlevé che dò in questo lavoro e basata appunto sul teorema di esi. 


stenza citato. 


Cerco poi di estendere il teorema di Painlevé alle equazioni dl or- 
dine n soddisfacenti alla limitazione (4), ma in tale estensione si incontrano 
notevoli difficoltà che ho solo superato per il caso delle equazioni di ordine 8 
e 4. (Capitalo III, n. 6); comunque, tale estensione del teorema di Painle- 


vé, anche così limitata, mi pare che mostri che realmente la classe delle” 


equazioni soddisfacenti alla diseguaglianza (4) goda di proprietà assai notevoli. 
Una analoga, ma leggermehte diversa estensione del teorema di Pai n- 
levé, dò nel Capitolo IV, n. 6. 


6. Nel Capitolo I ho esposto il toorema di esistenza per 1’ equazione 
y9 = f(e,Y,Y ....y®-9) relativo a un tipo di condizioni iniziali per cui non è 
necessario imporre alcuna limitazione alla funzione f(®,y,.... a). È 
Tale tipo mi pare la più semplice generalizzazione del teorema di esi- 
stenza di Cauchy. Esso comprende ad esempio il caso in cui, assegnati % 
punti 2,£, .... 0, si assegnino in x, i valori di a, fra le n quantità Y , Y”,...,y5, 


(4) P. Painlevé: Legons sur la théorie analytique des équations différentielles, pag. 562. 
Appunto per le proprietà espresse dal teorema di Painlevé esse appaiono nelle ricerche 
ora citate del Bernstein, 
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per modo che Ya; = è che una stessà derivata non sia mai. data in due 
punti diversi. Quando i pnnti , .... x, sono sufficientemente vicini, una tale 


soluzione esiste sempre. 

Carattere analogo hanno tutti i problemi in cui i dati iniziali si riferi 
scono a più punti x,...., ma siano tali che, ove tutti questi punti si, fa- 
cessero coincidere in un unico punto x,, i dati si ridurrebbero a quelli di 
Cauchy relativamente al punto .a,. 


CAPITOLO I. 
1. Enunciato del problema — Sia Vequazione 
(1), i . y®) = fla, ”, v, VOS X- y(A), 


Detti ®,,%,,..., d,,Y valori di x, ci proponiamo di trovare la soluzione 
di (1) che soddisfa alle condizioni 


(2) peg) Ue) 4 (a ty). Y(,) + YU (0,)) = 0 
esi cà n N) 


Dimostreremo che affinchè le (2) determinino una soluzione di (1), almeno per 
tutte le r-ple di valori di x, x,...%, appartenenti ad un conveniente intorno I di 


un dato punto x,, basta che, ove si facciano coincidere questi valori di a, , &,,....%, 


in uno unico, il problema ora posto venga a coincidere col problema di Cauchy. 
O in altri termini basta che le equazioni 


en) = En i nd e gt) = 0 
» REA Lon) 


determinino n, N... in funzione di È nell'intorno I. 
Precisando maggiormente le ipotesi, supponiamo the nel campo 


(4) ea ll Apr vagina yu 


la funzione Sy Yi. ‘y©-!) sia definita e continua, sempre inferiore, in valore 
assoluto, ad un numero M e soddisfaccia alla condizione di Lipschitz: 


(8) Sy 409) — SITA <A AH —7] + + 990] 
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è supponiamo che le %, siano funzioni finite e continue, insieme con le loro. 


derivate prime, dei loro argomenti, nel campo definito dalle diseguaglianze ana- 
loghe alle (4): i 





È i (6) | — è <= lu) — <<  1y)_n ZIA 


SE Supponiamo inoltre che in un punto del campo (4) siano soddisfatte le 
‘ (2008 equazioni (3): senza portare una restrizione effettiva può supporsi che e 
Tr - punto sia precisamente #4, .%;f7; sia cioè | 


Le . . + 


(TINI UA YOR 0 
(d=1,2,3...%) 


Ed iufine preciseremo 1’ asserita risolubilità delle (3) supponendo che, 
posto : : i 


, 


del Vo d) de; Òg 
Coe eran (ai) "h wi Sa zati) 


(132 bee 


sia 
sue IT at li 
Lo, Log elio ie kan 
(9) + 0 
Ani Ang è è Aran È 


Dimostreremo che si può allora determinare un numero s tale che, ogni | 
volta che X, ty ..%, appartengono all’ intervallo | 


(10) ‘ le a|j<e 





esiste una ed una sola soluzione di (1) soddisfacente a (2) e definita in (10). 


Ù ac 


2. Premettiamo alcune osservazioni. Possiamo evidentemente, senza aggiun. 3 
gere alcuna restrizione, supporre 


RIA o eat E ALTA: 
= EV YI 








aa ® Vida nti DI è ù » ig ea " } n de ì b4 
dita ATI vi De; 








Poniamo ora, indicando con p,;P; è ..p, delle quantità che determineremo Sa 
in seguito: ult <A 
i i Lera) 
: 1 pat n_2 À 
i ya =%t api Za i?& ar agirà +... tp + Pa 
A P. 
| y(c) = (n Fi PX ESD) agis ica "+ lg Ho Più, 

i 
3) LI . . . . . b) . . . . . . . . . . . . . . 
k 
i yPA(2;) — pl! CA Pi 
Se consideriamo le equazioni 
i Si nA SR 1 NL ri 
(11) Pi ni +. kPa + tagli eta pi RE O 
+y, (04 ptt ami AR de 
| o A 
esse sono soddisfatte ponendo: 

nen i, ee Mena (0 3 

PA 

SII RL 4 

€ il loro Jacobiano rispetto a p, p, ...P,, per questi valori è 4a 
0; 
È. î la 
È : É di ù esi DA 2%, ù 
i 29 LT RA GA ia 
i sì 

î . . . . . . . n è 
1 

Ss yin C4ni 0 0000 dn È 
e per aver supposto soddisfatta la (9) esso è + 0. 3 i 

Potremo quindi determinare i numeri 8, €, ,®,... 8, tali che, quando 
È x 


pad el<e; Im <a Mi<a <a 


risultino determinati Di Ps ++ P, in funzione delle &; y, yY...y%! soddisfa- 
centi a (11), e tali funzioni p,, Py ---p, ‘avranno le derivate prime rispetto a 











dette it limitate in (12) velata i limiti superiori delle ia pare 


ziali prime delle po e il limite inferiore del Jacobiano AP:s A nelit stesso) 
| È Vale PP, 3 -Pn) LES Ala 





campo (12). 
Esisteranno perciò delle costanti Bi Bi Boo Ba ‘positive e tali che 
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Dalle (13), considerando dne diversi sistemi di valori ; 
VoRtosto 9 Td, =D, Pera DINE N n 30 ped sd, o MORE dr È 
soddisfacenti alle (11) si ha: sbsogti roi ARA 
È 










ceda per approssimazioni successive Pre per ricorrenza , le sola: 
zioni di RRSrca 
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i i y,°° =S,() SAYY, do io a: x pi LE 
(15) | (ie A dr 0 1 Ae ho 0 
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Lino trdari Afp pt 
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che soddisfanno alle condizioni (2), — 
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avremo 


ppett agita PD pa 


0) = > 


| 
€ Por Py: +++ Puo dovranno determinarsi dalle (11) dove si faccia 


d (ei. [ 7 CSS J, (2, — 2) Fe)de 
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Osserviamo che 4 

de SEI è 

È : | i 3 si 

3 Q) n 1 n- ne 

09), [afo<Ila, ‘ I <aZpi 1,0 [AM 

potest supponiamo che e sia minore dei numeri Ri 

I A 

Si i n a AA 2) 

E To (n 1) 26,-, En Bu 

i È Va saponi ; 
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| le e, ) a, Ta n) , per {el c£ e ETRE a (12), e se inoltre sup- 


si 
SSR PROLE 


1) potete, 


ne risulta che le nostre equazioni determinano allora pienamente i valori 
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NE AED 
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presta uri gt > 
SSA a ®: #02) 
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lin a, i 
CTR 
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sorse na 
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vi ndo I aate TR, 14, dove si faccia ee = _ g(@); ni: ca = Mn) sur * 
MD = pl (0) pi = Po € 


a ia fi } Ù i ; SpA 
, n: ei i a » FEST) 
RESINE DE gi - Mim N 


tate 
Pi Pina NE "AESN 


si ha per le (19), dove lelze<a,: E» og : 


e o ceti qa) Ti du: 





n e» 


A ri 


e ponendo 





(22) (at as + as bo: +a)o n pr 
si ha: ! I i; a 


I Dial <re8 + MO6 e 


S5 |Pol < 88 + MOe “Si DO 
(23) st 
|P, <re8 + MCe. LA CISA *% ‘è 


2A 


Supponiamo ora che s, oltre a soddisfare alle precedenti diseguaglianze - 
(20) e (21) sia tale che: CL O i AA) o 
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1 1 ; x "ao Pn 
AT te 10 SR 
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Dalle (17), (19), (23), (24) avremo, per |a] <e: 


Heft: 





<a n! rl SERE dazio JPaots Lat0)1 (nt—2)! pet )< 
“at n NA gna 
“ < 8 i + 06410 (7 ChE ei cti)<e 
nAL n_2 a|-8 
VIS GTI pre Vani es e dr +. +1|<a 


ly! < Me] + (reg + MCe) <a, 


e ciò prova che, per |e|<e, le Y3Y ++ -%7) appartengono a (4). 

Si potrà quindi costruire la funzione f(0) =f(@yy o... +87) ed essa 
sarà ancora, in valore assoluto, minore di M; partendo allora dalle (16), (17), 
(19), (23), in cui a f.(£) si sia sostituito la funzione f,(@) per le (24) si tro- 
verà che y,(x) appartiene, per (4), e così procedendo, Sì può dimo- 
strare, per induzione, che tutte le successive approssimate si possono effetti- 
vamente costruire. 





4. Convergenza delle successive approssimazioni. Consideriamo ora la serie: 


ia, 
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l ! Yo sr Ly; Ta Yi) 
y Y, Hay == Ya) : 


. ’ . . . . CI 
| g,t-0 + (0-0 — yi _,(0-1) 


ed osserviamo che la funzione y; — Y;-; è soluzione dell’equazione 





5 yi — yg@ ah — fi) 


3 ® . , 9 7 
e perciò avrà la forma 


Sr La le pil) 4 ei) ATI tasaji Ty@® i +... + Ta 
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, Ei , 1 È Da 28 
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pen [7 Eta SV e 0 SA 
5 4 : Ja Re Bad Bi si Lia A : 
| i coste 3) 
Tui Pri Pra 3 Toi = Pri Pai 900 +3 Tato POCA Sn 1 
} i ga 
Dalle (14), ponendo n,;=9{(#,) Ù = (0;) ce era = di aa Etta) 
“= V'._1(%;) purcajecne ia => dia 1 (0;) CA 4 Mg Pi; s Di; — Di; avremo : DG Care si si 
: : 3 pg 


Ius ISP |) 8, Ware eg III 

O dacia 
e 
[Pri Pai <PE |A) 8 ‘ DE 0) 


Osserviamo ora che, per la Souizione di Lips SAS e a 5) pa 
ha, per |e| 263 si dh Sor 


IAC) Lol= A(a, + Ag Po: set d,) È 7 î È Al 3 i j 
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picci 
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Ì si avrà, per i 7), (8); 29): 
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a sa carni oe 


(n—1)! (—2)! -2)1' (n 
è . . SII . . . . . . 9 . . . . n . . . . . . b) 
5 yy, 0-0] <Be[1+-0] 
da cui, per la condizione di Lipschitz: 
i Sat? 
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M@yoizan [fe a 


sil eni 


ae nl 5 


Poniamo : 


p (31) / a (n—1)! CRE A140 ol + tata 


— Allora la precedente RANIERI ANIA diviene : 


A 
LETALI |f@) — A) | < Bue 
Pr MOntpit0n Sis: Grid [bt 
e quindi avremo : idib adorziba Pila w 


Lorna» Vus soi Fd ba 
A al <e[tÈ i ok + stato 
: ; i tia @ na 
Pra o 4 NEI 
ne ES I coat vt 3) 
allo è puslziao vo I 














e elet» di 
cu : ai 
A 4 


È BR Ea, i 
MENYOL, LV. 3 k se Da 23 





; A E ; RI 
i dedi da 7 PI. PA Pa * PIRRO 





35 da cui si ha: “ sie SANA 


NA 2a, n? 


| f(0)-f(0) |<Bue® A f o + sai Fe Ri CINI H+ = 2) aan 3 Si, 





| tica] 


x 





Rei Da questa diseguaglianza si ha ancora “%» 
3" Pers B Cera ICI 








9 È a, n—2 n-2 a73 
dal B (0, ‘004 @ 1 
ki sv < sea ii) (- 21 tassi sit Lat 1) 
È DA dd --y, Hives] < Bu?s1 ch 0] | i 7 È e ni 
i da cui 
n-A 2a; n-2 #i È 
|L(x( 200 x) | < BufstA|2 ner n +1 ui I ii — 9)! RS Aaf=r 3 5 
e così si può procedere. is 
Si conclude che le serie (26) convergono wififormemente se 
s1 __ - CCUGEIARRI 
(31) Sia Me. 


e ciascuna rappresenta la derivata della precedente. Siano 4 E ye ta 
somme delle serie (26); è chiaro che esse soddisfanno alle condizioni esse | 
nei punti 0; 3 d,3+--+3%,. In vittà della condizione di Lipschit z conver- 

gerà pure uniformemente la serie delle /(®,Y,,Y/; + +. y;î75), e cioè ‘convergerà. 3 
uniformemente la serie i n ST% Sa Sti 


+ yy) 


e la sua somma sarà /(eyy' . . ..y-). Ciò prova che esiste y e che. Lat 


RIT E ge 
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5. Teorema di unicità. Il teorema di unicità si può dimostrare al. solito "a, SOA 

bh, _ . . . . . 1 
«modo, mediante una facile modificazione del teorema di convergenza. rei 





= Supponiamo infatti di aver determinato e soddisfacente alle (20) ,, (21), 
J (24), (381); scelti x, ,x,...., tali che |e]<s, sia Y(2) una soluzione di (1), si 
| per cui, in un conveniente intervallo |e| < e’ < e, contenente i punti , , 2,...0,, 3 


«si abbia: 
Ge Tola T@<a <a S 
ho | 
pade)l'e).... Ya), 2,I)Y@) INA)... I ; 
x,Y(x)Y(%,) ESC VARI Wa) Sa 0 
(ida 2) n). di: 
Dimostreremo che Y(x) coincide con la soluzione precedentemente co- + 
struita. Osserviamo che Y(x) — y;(#) è soluzione di pi 
a MP AEYY 3.0 MAE TI ny) d 
| È 
e quindi avrà una forma analoga alla (27). Ò 
Per le (5), (15), (29), (32) si ha: i 
INEYN XA) |< Ala, Pa, t-..: + a,) = A 


II 


e quindi, analogamente alle (30): 
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; 4 sE x 
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: pre-n_y | < Bell + 0]. 
Di qui si ha: 
puerta it) J(A<ABe| La +14+0 TE gisin Lug mast 
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ana O I e TI 
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x } a np on n ( 
4 es ì; oi ue + dea asi 2)! gio Pa 1 (1) ui 1 ( 9 
[Yen _y o) < Bue|1 H C] 
e quindi {s 
SEXY LL O) — fa) |< Bate, è 


Im generale, avremo 


Da a n-A Us pica È ; 

e gl < Bate (Fi Lot 4, pa vi 1 

HI i i : 2% iHai da #) | 

at AREA 

Me 

premo _ y 09] < Buteit! + 0] Vil rst ROL den, n 

e quindi, per la (31): Y È: 5A 


lim y,=y=Y, «lim ya =V' seg lim ye o ar) 


Tr 0 Ir 00 } "; T-—-00 n: Ki; SS Z| i : sa » 


e ciò prova l’asserto. 





mE Osservazioni complementari. LC Mrs E IRR n x 
1.° Il teorema precedentemente mino feet ctiachtcagiiti fado 
cili estensioni ai sistemi di equazioni differenziali in più funzioui. incognite. — 
2.° Si può notare che la condizione che abbiamo enunciato quale sufti- 
ciente; per le equazioni (2) che determinano le condizi ioni Ai devesi. pure. N: 
ritenere necessaria per l’esistenza, e unicità della soluzione ove non si oselu: 


dano dalle r-ple di punti «, x, ... x, anche quelle in cui i punti possano z 
parzialmente o -no coincidere, ga SE 
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i Però la necessità di tale condizione non risulta più evidente quando si 
imponga che Vr-pla Ci 3 %, 3. -. ®, Sia arbitraria ma di punti distinti. 
3.° Il teorema precedente si potrebbe pure dimostrare ricorrendo alla 

soluzione generale della (1) mediante i valori iniziali di Cauchy. 

Supponiamo che essa sia data da y=y(@® c,C, + « + 0,-,) dove. 6,0, + + + 6,-, SONO 
i valori nel punto x di y e delle sue prime n —1 derivate. Si dovrà allora 
cercare di determinare tali costanti per modo che y soddisfaccia alle condi- 
zioni (2). Sostituendo a 


y(e,) YO) UL) y®-(0,) pe y®) (0) A (0) 


ì Joro valori espressi mediante x, x,...2,,0, C++ ©n-1, i primi membri delle 
equazioni (2) si riducono a funzioni di opa ri CEI On 


00 YA nt) UT 
Ea) 


-e basterà dimostrare che per x, %,,...%, appartenenti ad un conveniente in- 
torno di 2,, le equazioni 


(6) Di vale CÒ 


che risultano, ammettono una e una sola soluzione. 





Ora perciò si osservi che, posto x = x, =...—=%,=% risulterà 


| y(c) = y(@) Spena = Y(&,) ma ORI re) ACI rt EA A lett)? 


e quindi, per le ipotesi fatte sulle (2), una soluzione delle (f) è data da 


{ : ? 
ea e in = pentassd nas 15 —l 
Mia IL 00 Yo OY On YO. 


Applicando il teorema di esistenza delle funzioni implicite, basta mostrare 


iter 
bIXL163 15:34; . 


ino Pda) 
Jtd d(c06, SIA +lnt)) 


‘“ i 1343 


è + 0 nel punto (7). 


Ma osserviamo che. 
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D(o Lo. Be Lo (09/0, + è Cn) = PIO] Cn) 


I 
i 





Vi ia ini LE 


1 Ae e tt e DIL 





UR | Y bi pra] 


pt Me arpa 


I 
} 
sf 
yi 
di 


pa 
gua 


e mu ge Ta 


vi £T Lod) al SEL e I LES O RESO e CP si 2A % MP N 
SIERRA agi e aa sii Re e Ae e 
ù a d È “ 3a: PONTI pa fr ptt te Daf Roca 2 dc 


e quindi, nel punto (7): 


UDP... On) _ AP Pe: Pa) _ Ù 
(0, C,0.. 0,24) 0(c06, see Car $'agfll efron E a 


(21 Ang è +» kan È 


come si voleva, e. pertanto risulta dimostrato il nostro teorema. 

Si osservi però che nel ragionamento precedente occorre poter formare le 
derivate della ® rispetto alle c e ammetterne la continuità, per il che occorre 
ammettere che la soluzione generale y(x ©, €, ...€,-,) e le sue prime n —1 de- 
rivate rispetto a x abbiano derivate finite e continue rispetto alle costanti 
Co C, «+ + Cn-1 y il che porta, rispetto alla (1), ad ipotesi alquanto più restrittive 
di quelle usate. 


CAPITOLO II. 


Posizione del problema. Costruzione delle successive approssimazioni. — Sia 
data l'equazione differenziale di 2° ordine 


(1) y =f@3Y;Y) 


Vogliamo vedere sotto quali condizioni, comunque si scelga il punto (@,7,) 
di un conveniente intorno di (00) purchè tale che x, 0, sempre esista una 
soluzione di (1) la quale congiunga i punti (00) e (x,7,). 

Introdurremo, a mano a mano che ci occorreranno, le ipotesi che converrà 
perciò fare sulla /(x,y,y)), ed intanto osserveremo che, per quanto abbiamo detto 
nel n. 2 della prefazione, occorrerà che f(x,y,y) sia definita per tutti i valori 
di y. Supporremo precisamente che /(x,y,y) sia funzione di x, y , y' definita e 
continua per tutti i valori appartenenti al campo 


(2) . || < Po : ly <p, i y' qualunque. 


Il campo (2) non è limitato ; quindi dall’ipotesi che /(x,y,y°) Sia finita e 


continua in (2), non si può dedurre che essa sia limitata: bensì sarà tale in 
ogni campo 


(3) lp - <p, Pd 


1 


SZ pa \Cis8 


È Esisterà danque una funzione F(A), non decrescente di /%, tale che sia 
| sempre in (3) 


go I {46,493 < FM). 


Riserbandoci di imporre a F(k) le condizioni che appariranno più oppor- 
tune, procediamo per approssimazioni sunecessive determinando le soluzioni, 
soddisfacenti alle condizioni assegnate nei punti (00), (x,y,), delle equazioni : 





i 1) 3HLa sa 
| "=SCIYI VIZI 
(ON ATE EIA CIC RI AI 
( ya, vr yi) =. 4 


Esaminiamo intanto se tali approssimazioni possano essere effettivamente 
| costruite. Avremo: 








M ‘ 
x , Yo == 2» 


(art RE 


Possiamo sempre supporre, facendo, ove ceccorra, un cambiamento di segno 
‘alle variabili x e y, che sia 2, ail: en, 20; in tale ipotesi, dalle (6) si ha 
Del 0 DA, 


) (7). A pi VE ron ara 

i x 

È i Quindi, perchè y,(x) appartenga a (2) basterà supporre Bi Da Mi pa 
È Potremo allora procedere alla costruzione di y,(x) ed otterremo : 


TE Ji “a S fr) de — - I Hi (a, — 2\f(2) de 


Avi 3° E lai 
ZA Yy iI 0 + I) dz — x / (0, e) 2) fr) de 
; D) er AO 











ed inoltre i © TOO TE CICSI VIS SICOLNATIPI- ORI n 4 [ IE9E 




















E (@— 2)f(e) da i a, p(1ES) s 
fr] <a aio) | 
si ha | 
we ve (i ca ne è 
(0) | 


ly” 100 ‘dl i È Inte din \ 
Perchè y,(r) appartenga a (2) basta che 


n+%, 


PELI a Mete <p; 


x, 


Affinchè la seconda diseguaglianza sia soddisfatta per tutti i punti (2,7,), 
con x, + 0, appartenenti ad un intorno di (00), basta che per 7, fisso, conve- 
nientemente piccolo, tutto un intervallo di valori di x,, ‘avente per estremo 
sinistro lo zero, soddisfaccia a detta diseguaglianza. RAS Di 


Perchè ciò accada, basta che il termine rta resti finito al ten- | 
x 
È 
dere di x, a zero; in altri termini basterà supporre che, fissato un valore h,, 


per h >, Si abbia 


| i o 
(10) FM) 77 <M: 


Concludiamo intanto che in (2) la funzione F(A) dovrà potersi sostituire | 
i di E 
con una funzione del tipo M,h°--M,, e quindi supporremo che per |y'|]<<% sia 


- 


: “J 


(11) [Army | <MI + MI 


(4) Data una lione F(hk) non decrescente di % e soddisfacente alla (10) è sembre pos i 
sibile trovare due numeri M, ed M, soddisfacenti alla (11). Infatti per h<% sarà F(M)<F(hke), i 
e per h > hp sarà F(h) < MI?. Prendendo Mi: = M e M=F%), per qualunque valore di h i 
avremo la (11). i | 













IIMMBT8D:)0 o 


In tale ipotesi le (9) divengono k 


nnt) ae 









c, 


Meri <p) + 


e poichè n, nre x, a, avremo : 


lena > i alii alle at lai 


ly, DEE Yo < (1, "a 2), Shi x,) A x 
e 12) ne * Past 
“na ; 3 x, 
na yy È pit (+2) +e]. 

li Ai si \ 
3 Per maggiore omnlanà di notazione, poniamo : î dà 
#13) o=|/2—1 
a Si 
} e scegliamo x, e 7, soddisfacenti alla diseguaglianza 
| MES v= MM +2) + Ma,|<0. 
—_—Risulterà allora da (12): 

È | Ò 20 

# IDA SE: Yo] fog Met x) 

(15) È | 

E , ’ i xq 
$F Muy  egisai 
ia i : 5 i , i L 

e per (7) e (13) avremo: MK 
ig rl < 1-50 (Mm +0) <2 Lat 90 (M+ 2) 

41460) * sd ca 

ORI ( A tb L bal 2° |y°.| de: (1 + o) I e” 2) Desa. i 
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"ì Ricca ba 2 ui se 
3300 (186 





Me... Supponendo che siano soddisfatte le diseguaglianze rina ai ha 





“I I 25 
Ri: È ESATTA n< 3 C<Po 3° | <A Di 
4 s(1 +59) 4(1439) AI 


avremo che y,(x) appartiene a (2), e quindi si Lpd procedere alla costru zione. 
di f,(®). Proseguendo nel calcolo delle {ob Solo» la y.(x) sarà data, con. 
formole analoghe alle (8) da: | sie Gra ; 


il È e, kfe Ana ae (* (@, — df,) d 
3 (18) | ; 0 L, 


Si : < | UU / tO, ae-2/* ‘a, — 2)f,(2) de z Ms) 


e quindi, poichè per (16) e (11): 


|| <8M0, (An) +M, 


Fx - 


RE it no SII ERO 
aa e NE (o Ale 
È] 


avremo - i ASTA 


ve — vl<2[t01,(* 120) at,le <2M pe) |Sdt e ++ Font) 


\ Fa 





fo (19) n) 
Re, LORA IC ae, a GI 
" ly 27 Y A<3[am, (==) +anpe,<zo n i È 
LE i È ù got 
Re. dalle quali si ha SR 


5 4 i 2 “ . Age 
: I vel <(1 +39) +e)< (1 tace 


4 (20) % So Rc 
È , x = x Node 168 
ly] < (14-20) LE opa Mt 
Ù \ iL gli A x, 

È perciò, nell’ipotesi che le (17) siano soddisfatte, y(a) So panini È, 0). i DEA ; 


& 1 Re. 





riad del aneacne e rdiolti piatt 
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pr Ù tà cea , 
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Ora, poichè le (20) sono eguali-alle (16), avremo similmente :. 





! dia 
| lis yl<30Mm +2) 





| Way n a 
; ly < poca 


| e così si può procedere. Nell’ipotesi dunque che sia soddisfatta la (11), co- 
munque sia scelto (x,7,) in (14) e in (17), si possono sempre costruire le suc- 
cessive approssimate le quali soddisferanno tutte a diseguaglianze analoghe 
Talle-(21). i 


2. Convergenza delle approssimazioni successive. Supporremo che, se (yy) 
e (ey y') sono entrambi nel campo (3) sia 


(22) |f@yM)-S@y MIZAR 9a HA lly — gl+l/—y]] © 


Per le (15), (16), (22) avremo: 
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LN ]<A,|p (5 ) mt tappa (AE) oa, rata Asl 
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A.(Mt%,) (meat, HA Xe, +2,] 








dove a, =8, BR#2}25 Ponendo 
A(M + ®)l am +) )+ 8] 14 Ale a]j= 


(4) Sulle analogie analitiche che portano ad introdurre la condizione (22) in luogo delle 
‘condizione di Lipschitz vedi Capitolo III n. 1, 








la precedente: diseguaglianza "diviene!> + li-ifina) log aot) ol eta a 


i DS: DO) scatti I 
STO | e quindi. per le (8) e (18): Sei i i 
i : SRI se 
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mei. n: ò sd 
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I |pry= / "a(f1l)ae-£ | ‘ea lo AS )ae 


3 aio scrl sale 


E allora, per le (20) e (22): 1 SRI k dr. Mg 


<î rn a a , = 


tin 








i [iL] <S2 Ada smart (Eito EE I 





33 ; ott a mcpaipa fata tette] È à Ù di A 


i i 


70 da cui ARI CER dx 
ia gie ; 
LA d° Y»| i 9 ou (1, 37 LZ 2 0% (1, + %)) 


v—v3<(8) pr) 


41 





da cui si ha ancora i : va 


"(EJ (23) 


(3° (mite 
=($) cet. 
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TL] < (5) ala, 









osì procedendo si avrà 


Di, 


3\n-1 - i, 
Yn Ynl e (6) cun (Mi a x) 








È dA nta 
"A nn JI Ea n_1 4 1 
|y n Y nil Lai (5) cu x 
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n N > x, 


2 
di, 


LL — fl < (3) © 5 


Ti 


e quindi le serie 


Voto (4; — Via) 


Yo o Sy TY 





Piega ia i 


‘convergono uniformemente per i valori di X<%,, dove x, soddisfa alle (14) 


È 
x 


A (17), quando si supponga 


Vidi prete p 


dA u<3 


ed allora la seconda rappresenta la derivata della prima. 

i | Chiamando 7 y e y' le due somme, la y soddisferà evidentemeute alle con. 
dizioni y(0) = 0,y(x,)=",; inoltre, se è soddisfatta la (23), la successione 
delle SY: y';) converge uniformemente a /(#,y,y"), ossia converge uniformemente 
da serie ] ; 

bo. i 

È Vr gd uo) 










"I 


e la sua somma è /(,y,y/), e ciò dimostra che esiste y” e che 


è 


y” =/Y4) 





Riassumendo, le approssimazioni successive precedentemente costruite conver. 


(gono ad un limite se è possibile determinare due numeri positivi e, ed s, tali 


. 














t- e è, tali che i 
aa i i ; i 7 " 

salt È , dA) 4 
ne: x Dir (4M,d, + Mò) < e 

pr (24) 

ei u='A (dt 8) I, PAGE+%) <î; 

-8 Tali numeri si potranno evideniemente determinare sempre, perchè i primi | 

ed membri di queste disuguaglianze sono funzioni continue di è, e d,, nulle per 

è =ò,=0. Notiamo che è, e è, risultano funzioni A,,A4,;,M,,M, perchè. 


da tali quantità dipendono i primi membri delle (24). Le (14) e (17) saranno 
.soddisfatte ponendo i 


n i , L, < o 


Chiamiamo e, il minore dei numeri ri E 


; 3 i i È I 
dg a 9 ’ > » Po» Ò; I e 
{agtg a da spa 


Se pri 
Basterà allora supporre a, <&,,), <8, perchè, oltre alle (14) e (17) risulti. 


soddisfatta anche la (23). È cele pri 
Concludendo, il teorema si può enunciare : AUULA 
. . . . . . . = d 
Sia data Vequazione differenziale ordinaria di 2° ordine 4 
3 
i 
; aa at 1 | a tel CESPITI Fis 
y' = f(2,;9) cri 
e sia I X,Y,Y) definita e continua aper tutti i valori appartenenti ad un campo di 
de *E) i) 
wi] 


lap W pr 5, y5 qualunque, 


Se esistono quattro numeri A, , A, , M, , M, tali che per (xyy’) (ey y) apparte. 
nenti al campo |x| <p, , = = p, w]< ot sia : 


|A&,9,9)| <aM; y° + M, i nata pont 


Meg AIINZA, Pe sita A fr yy AI 


si può determinare un intorno del punto (00) 
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tale che, se (e, y,), con a, 0 è un punto di detto intorno, esiste una soluzione 


del’equazione data la quale soddisfa alle condizioni 
y(0) = 0 ’ Ye) = 


Osservazione. Se supponiamo che /(x,y,y) soadisfaccia alle (11) e (22) per 
0<x<a,: e per 2= a, non facciamo alcuna ipotesi sulla /(2,y,y) non eselu- 
dendo che per tale valore di x essa possa non essere definita, potremo ancora, 
ripetendo i ragionamenti precedentemente fatti, costruire la soluzione che per 
x= 0 prende il valore 0 e per d =, prende il valore 7,. Infatti, sia nella 


‘costruzione delle successive approssimate, che nella dimostrazione della loro 


\ 5 7 T, 
convergenza, la funzione /(x,y,y) appare solo nell’espressione J Sx,Yy,y')da e per- 
: 0 


ciò, nelle ipotesi fatte, le successive approssimate potranno anche in questo 
*aso essere costruite e saranno tutte funzioni che si annullano per x = 0 e 


assumono il valore 1, per x = ,; ed.a tali condizioni soddisferà pure il li- 


mite della loro successione. 


3. Teorema di unicità. Si mantengano le ipotesi del precedente teorema. 

Dimostreremo ora che la soluzione trovata è unica, e precisamente che : 
determinati secondo il precedente teorema i numeri =, ed e, , se una funzione Y (x) 
è continua per 0<x SL, Z8, ha le derivate prima e seconda per 0 <a Za, 
e soddisfa alle 





19 PELA od Ea TARDA de Pia , 
ev 0a) = AI, 
essa coincide necessariamente con la soluzione precedentemente trovata. 

La dimostrazione, per quanto analoga a quella di convergenza del n. 2, 
richiede che si proceda in modo alquanto diverso da quello che si fa nelle 


| ordinarie dimostrazioni dei teoremi di unicità, 





Nell’ intervallo (0x,) scegliamo uno É<, tale che, per 0O<x<é si 
abbia 


rl<a<6+)(1+5 0) 


|< 2/2 nie 


sarà senz’ altro soddisfatta in tutto (0x,); per la seconda poi si osservi che, 


essendo per ipotesi la Y'(x) continua per a =0 si può trovare un G tale che, 
4 ara 


Di tali valori di $ ne esistono sempre: infatti la prima disegaaglianza 




































in un conveniente intorno dello zero sia |Y'(@)] <G, mentre, rendendo É cori- | 
venientemente piccolo, si può fare in modo che il secondo membro di tale | 
diseguaglianza superi G. I valori di $ soddisfacenti a queste diseguaglianze 
costituiscono un aggregato: sia E il suo limite superiore: sarà E <%,. Per. 
ogni coppia di valori x, É, tali che 0<x <é&<E varrà allora la seconda | 
delle (25): e quindi anche potremo sostituire al secondo membro il suo li- 3 


3 


mite inferiore 22 == 


0=@0 E? : i : 


: attenuando la Ldieeguagiioniza : avremo, pertanto, peri 


‘ 


2 
1+32)6 +9) 


Peggio 


| te 
(26) 





| ral< et, 


[9] 


Consideriamo ora la funzione /(x,Y,Y') e costruiamo, col metodo delle suce-. 
cessive approssimazioni dato nei numeri precedenti, una soluzione y(x) di (1) 
la quale soddisfaccia alle condizioni 


(27) 000 y(E) = XE). 


Ciò sarà possibile, poichè Y(£) <e,,E<; ed è facile vedere che tale 
funzione coincide con Y(x). Infatti, indichiamo ancora con Y%,Y,}--. le sue- - 
cessive approssimate soluzioni di (1) con le condizioni iniziali (27). Avremo, _ 


ricordando che £<ea<ò, YE)Ze, 3 2 , dalle (11), (24), (26): 





o e, +8 \° e, +e e 
NY VM, 8(E®) pa CANE iene 
e ricordando che y” == 0, dalla precedente diseguaglianza si ha, poichè ; 


VIE 


al 


Rie) =|[ Aerea ENEA AIA 
DE bennt AIT1) È 


et ta 


e) 
lo) 





yer, vaenzf” E—afeY,Y)dek<80, È 


iL 


da cui, per la seconda delle (24): 





(n) 
al 


REY) Ney BA |a (LE) (ted tf, (Spade 


Wi, 


<a 2 sua 









onde seguirà 


Ù 
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7 V_sl<3 ou, -+%) <a) + 80)0, 0, 


set e 6 | 
-yl<3 (5) V, u, de - ’ 


m 


Um Yi = YZ 


Ned 


2 
1 così Sibeodendo si vede che, essendo I 3° si ha, per 0<x< 
È 
j 


Sea, il teorema di unicità è dimostrato. Basterà dunque dimostrare 
che è assurda l’ipotesi che sia E< ,. I 
—_. Intanto, poichè in (0 E) la soluzione Y(x) coincide con- quella trovata 
col metodo delle approssimazioni successive, si avrà in virtù delle (16) e 
lansloghe: ta 


Ya |< 2(1 E ove Da e) A 2(1 2 5°) (e +) 

I (28) 
Bc Y(E E — €, 5 
rio] < 9 Ed apps dE 
; 
È per 0<rx<È& 
i |  Poniamo 

2/2 o = — = He 


| Allora le (28); per 0<x<E si possono scrivere : 


DI 


ra |<2(1+50) (+8) 


(29) 


e & e 
el <AaE Ep, * 
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- Sia ora E, un numero maggiore di E e minore di #, ma tanto vicino a È 


aginiaarz 
n = 4)/2(6, E) 


ta] DE 


25 
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onde sia 


sta _ofg Mi 


[=] 
ai 


(30) DEESO Nar ine 
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Per la continuità di Y'(a) in 0<ax< x, potremo inoltre fare in modo che, 
per E<ar<è, sia 


4 
ro-rej<t, 
da cui 


Vaj<val+ dt; 


e poichè le (29) valgono per 0 <x <<, da questa diseguaglianza e da (29) 
Si*ha,* pel 0: è 


} EN € 
aj o, 
e per la (30): : RE 
Va tt. 


Dunque, in (08,) si ha 


e quindi le (26) sono ancora soddisfatte ponendo in luogo di E uno Ss 
che prova che E non è il limite superiore dei valori di £ soddisfacenti Wi - 
come si era supposto. a 


Osservazione, Sarà bene rilevare che, come nel precedente teorema di esi- 
stenza, neppure qui è necessario supporre che la /(x,y.y') sia definita per a=2,, 
cioè che la Y(x) abbia in @, la derivata, bensì solo che la Y(x) stessa sia con- 
tinua in x, | É 


- 4. Teorema di Painlevé, I precedenti teoremi di esistenza e di unicità 
permettono di dare una nuova dimostrazione di un teorema dimostrato dal 
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Painlevé (!): Sia y= g(2) una funzione finita e continua per a<a <bD, 
avente le derivate prima e seconda per a<a <b; se essa soddisfa all’equazione 


(31) y' = f(0,4,9) 


dove f(w,y,4') è una funzione definita pera <a <b, |y — (0) <p, cd y' qualun- 
que, ed ivi soddisfa alle diseguaglianze 


| L(,y,4) | esi My? “ M, ’ 


|feg,y)— Swy,1)|<A MT gay —yTA{ly— Aa, rica ra 


la ©(a) ammette necessariamente anche nel punto b le derivate prima e seconda. 
Brevemente ma con minor precisione: Una soluzione della (31) finita e con- 
tinua in d ha necessariamente anche le derivate prima e seconda finite e con- 
tinue nel punto d. 

Infatti, posto db —a=p,, si determinino due numeri s, ed s, soddisfacenti 
alle stesse diseguaglianze poste per essi nel n. 2. IO in (ab) un punto 
a, tale che db -a,<&; e in (ap) sia 


(p@) — pla) < 


Potremo allora costruire, col metodo delle ‘approssimazioni successive, la 
’ PI ) 
funzione y(x), soluzione della (31), che per x = a, prende il valore g(a,), e per 
x=b prende il valore (0). i 
La funzione y(x) così costruita ha, in tutto l'intervallo (a, d), la derivata 
y'(x) limitata in funzione dei numeri s, ed e,., Per il teorema di unicità si ha 
n (a, d): 


e quindi si conclude che anche ©‘) e 9"(x) sono finite e continue in bd. 


5. Estensione del precedente teorema. Possiamo anche estendere il prece” 


dente teorema di Painlevé dimostrando che se y = 9(x) è una funzione con- 





tp. Psi nlevé, Lecons sur la théorie analytique des équations differentielles, p. 562, 
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tinua per a<x<b che ha le derivate prima e seconda per a << b, e queste ; 
soddisfanno alle diseguaglianze 


(32) lp] <©N, p*@) 4 N, ()), 


tale funzione ha pure la derivata prima finita in D. 
Per dimostrare l’asserto basterà, per quanto precede, dimostrare che se 


pera <<, y= ©(x) è una funzione fiuita e continua e tale che le sue due . 


prime derivate y' = 9/(2) , y” = '(x) siano finite e continue per a<ax<b e 
soddisfacciano alla (32), sì può ‘costruire una funzione S(x,Y,Y°) tale che, indi. 
cando con M, , M, , A, ; A, numeri convenienti, per a<a< , |<, 


I <A sia: 


(33) |\fYY) My 4 M, 


(34) |P) | <A yy] Ahly —9|H-A ly H+H/%]1 


e che l’equazione 


" 


y' =f0,YY) 


ammetta y = 4(x) come soluzione. 
Infatti, definiamo p.(2) e p,(a) con le formole : 





: p (0) = 0 se |p'(2)) = 0 


(35) gs 
po=g"@  , plo)=rL"@—p"@d% se pit 


Osserviamo che le due funzioni p,(e) e p,(x) sono continue e definite per 


(4) Il Bernstein dimostrò il teorema di Painlevé fondandosi solo su questa dise- 
guaglianza. (Sur les équations du Calcul des variatious, Annales de l’Ecole Normale supérieure, 
1912). Tale dimostrazione pertanto costituisce anche una nuova dimostrazione del teorema qui 
enunciato. Altra dimostrazione di questo teorema è data dal Tonelli (Rendiconti del Cir- 
colo Matematico di Palermo 1915). Io procedo inversamente a mostrare come, dal teorema di 
Painlevé si deduca questo teorema apparentemente più generale, , 
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sul 
"0 
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si 





a<Xx<be che si ha: 


(36) lu, (0)]) <<N, + Nt <«NAH Na 0) 
Se quindi si pone 


mio | /egg)=u@y" + p0) 


la funzione così definita soddisfa alla (33) ove si ponga M —=M,=N,+{N,. 
Supposto allora che y ey” siano due valori tali che ly|<%, |y/|<% dalle 


- (35) e (36) si ha inoltre 


[SY N49) |< (0) ly? — 4°) <2(N, + N,)h]y = 9} 


È che è la (34), relativa alla funzione costruita e nella quale A,=2(N, + Nye 
_A,==0. Inoltre, evidentemente, da (35) si ha che (x) è soluzione dell’ equa- 


zione y/ =/(,y.y) come si voleva. 


CAPITOLO III. 


. 1. Osservazioni e definizioni preliminari—Sia data una funzione (LV... di; 
283-+++2n) di n+! variabili indipendenti, definita e continua per tutti i va- 
lori di tali variabili per cui «,2,....1, appartengono a un certo campo Re 


Fg € Seno qualunque. 


© Se |p'(x)) > 1, si ha 


ROSSO | ui < E pt N+ASM+ Na 


. 


Se le()] <1, si ha 


9 (o) <Nig? + N <N + Na‘; lpa@)f< Ng'2 + Na — gg? + Ne) < N, + Na. 








” é 
Una tale funzione dicesi, come è noto, isobarica in R di peso m rispetto 





alle ‘variabili 2,2,....2,, ove si intenda che 2; abbia peso è,, quando soddisfa 
| all’eguaglianza ; | | 
(1) (Wta ba) PI; NIE 


Una funzione isobarica di peso m in 2,2,....2, gode delle seguenti note- 
voli proprietà: 


J “ 
rica di peso m-— î;; la derivata parziale rispetto a x,, quando esiste, è fun- 
zione isobarica di peso m. 


1.° La derivata parziale rispetto a 2;, quando esiste, è funzione isoba- 


Invero, derivando ambo i membri di (1), rispetto a 2; si ha: 


Iper, zy) _ Oa, tra 


i‘OOS‘‘[‘“|'['[ [U[([‘[][{!([‘{[ !‘{‘[‘T'{[ 5{|)”I5{G ©G{ )D9)|IO©:<N»G: ‘ BaA”y yorr vo ERO + 


_ 4M gpl PA 3 z 
=" Pa; (E, 0005 lee?) 


da cui I O pf 
(1) pz; (1,2, ce Li 3 142, the, ie tin 2g) = D'a;(0, e LE 23 i Cne 
Derivando ambo i membri della (1) rispetto a x, si ha: 
CEN CRI 3 the, te, sere ea = P'eEO 2, 3 2/E,- RALE 


Le (1’) e (1”) dimostrano l’asserto. 


. 


2.° Se il campo R in cui sono variabili XX, + + +. è un campo finito e. 


chiuso, esiste un numero pn, tale che 
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Invero, supponiamo che si abbia - 
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Poichè il campo in cui variano @,2,....%,;2,2,-...2, è finito e chiuso, 
potremo trovare un numero p, tale che 


|p(2,0, Strato è X ; CIA «00 pi 2n)| 
m m m 


(2) 


= |p(a,e, eta @ a-o x, 5 £ 3 * 34 &n)| = {ly 
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i i , li (oi i, în 
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(W,X,....%; 5 Ri aaa) = E (LR n) 
e quindi 2 
% : ì Mm Mm nm 
(3) , . di DES i dg I in 
Did, ia} Ea) = a A + {ef +e ten". 
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Le (2) e (3) dimostrano l’asserto. 

| 3.° Associando la proprietà 2* con la proprietà 1* otterremo che, sempre 
che Rè un campo finito è chiuso e che esistono le derivate parziali rispetto alle 
tariabili 2,6,....e,, € sono continue, risulteranno soddisfatte le diseguaglianze 
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e se esistono le derivate parziali rispetto a @,%,....,, € ‘sono continue, dr W 


1% 








do |. 
Si i 

















Invero, per la proprietà 1°, la derivata di 9 rapporto a 2; è funzione iso- 
barica di peso m—i;: esisterà quindi, per la proprietà 2* un numero p; che 
soddisfa alla (4); la derivata rispetto a x,, per la proprietà 2% è una funzione 
isobarica di peso m j quindi, per la proprietà 2%, si potrà trovare un numero î 
v, tale che sia soddisfatta la (5). 7 

In particolare si avrà che se esistono le derivate di @(x,2, ... W; 2,%, «e %n 


‘rispetto. a see..7%y&,f3-:0--2, © se Bi suppone [ej=kyS pal 


elia 
sarà : 
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î, î dal >E 
5 SZZ;w;}h, + hh, Lek Wan 2; &| + 
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t—U m m mn E 
; x Soup + Dgt Sade tia EL 4A| ;-9 
Ì | po 
4.° Osserviamo che se 0 <m, <m si ha 
Di my mu m m m i 
7 iù, in u i i ins su 
(9) zi +e," +e deal <=2,4[2,] +87 +e + [Zak A 
; Invero, supponiamo che sia 
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quindi, indicando con Y' la somma relativa a tutte le 2 che sono, in valore 
| assoluto, maggiori o eguali a 1, avremo 


my m 
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mentre, indicando con Y” la somma relativa a tutte le 2 che sono minori, in 
valore assoluto, di 1, avremo Ye; <n. Si avrà quindi 


my my mj my È mo m 
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e poichè questa diseguaglianza comprende la :(9), essa è vera anche nel caso 
— che si abbia la (8); perciò si può conchiudere che la (7) è vera per e=tkee 
Meat: i 

Si avrà in particolare 
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5.° Dalle diseguaglianze precedenti segue che se si considera nna somma 
ia, 


g di funzioni isobariche di pesi nm’, m',... tutti <m, rispetto @, 2,2, -602%n 
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applicando a ciascuna di esse le (3) e (7) si avrà che e soddisfa ad una dise- 
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Ed analogamente, da (6) e (7) segue she se 0 ha le derivate rispetto giu 
Ri a e a a SATA, i i fix «Ei 
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Per tale osservazione, se una funzione soddisfa a diseguaglianze del tipo 
(10), (11) possiamo dire che essa, all’infinito nello spazio delle £ ha il comporta: 
mento di una somma di funzioni isobariche di peso < m, e pertanto diremo che è 
asintoticamente di peso < m. Precisamente daremo la seguente definizione: Di- 
remo che una funzione 0(x,%,....0,;%,2,....%,) definita e continua per i valori di 
a, ®, +... 0, appartenenti ad un certo a R, e per 2 3002, qualunque è asinto- 
ticamente di peso < m rispetto @ 2,8)... n 80 TOegta alla diseguaglianza: 
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diremo di più che è ordinaria rispetto alle variabili Cik1.3 Liy42 cs Ly 9 2] 3 Re n 8E 
inoltre soddisfa alla diseguaglianza: 
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2. Enunciato del teorema. Sia date Peduazione differenziale ordinaria di or- 
dine n 


Ure, NYC 1% YU; 4 ig D), 


Supponiamo che f(x, Y,Y «...y-!)sia una funzione definita e continua per va” 
lori di xy uno ad un campo R limitato dalle diseguaglianze 


) | APRIL MR 


e per tutti i valori di yy” ....y-5 e che, ove ad y si attribuisca il peso i, risulti 
asintoticamente di peso <= n rispetto a y'y'"....y-!, ordinaria rispetto & yy'..y! ; 
supponiamo cioè che esistano quattro numeri M, , M, , A io Ag, tali che, per (&y) ap 
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partenente a (2) sia 


























n di a - 
7 pl Da n-1 

(6) [fog gt] <A + ef + ++ È 
e se (cy) è pure in (2) e se |yO|<h, |y©|< h, sia SE 
y ” n_- Jo ARPGOT, ni(n n 2 nd ;, di - 
FYN e YO PRYY ny) <A; D dh, 4 4lna |b dale 
% "o + LA, Pete] v—: vi, 
n E ì ts va 
La dl nel ; 

2 e, 
e Ere ee a ty gl) gen LA, Gt) si 
Dimostreremo che, assegnati ad arbitrio i valori nl (r=1, 2, n, n—_2); si 4 3 


determinare un intorno del punto x =y=0 


niche 


lel<%0 yi <%, 


A aa de E 


tale che, se 





x, appartiene a detto intorno e a, + 0 esiste una ed una sola soluzione 
di (1) la quale soddisfaccia alle condizioni: ca 


PERE AA ap PORRI 0 7 


yO=0 400 NO NET di 


7a 


Possiamo supporre, facendo ove occorra un cambiamento di segno alle va- | 


riabili a e y, che sia #, > 0en, 20. 
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3. Costruzione delle approssimazioni successive. Procederemo per successive È 


approssimazioni, determinando le soluzioni delle equazioni IR 
y0 — 0 4 ; 4 TL 
nei , 12 \VUPORE, i CRT] 
VIN SA YY + Su) =) LA a 
s Li 9 4 a » î d 
a ate , —1)\ — atta 
VG fx, dune a yi” )) RA i va A 
. i) : ° % 5 
= n ha n * n. sit 








BE tao _)( 205 X 
le quali soddisfacciano na condizioni assegnate AesPpUNTI 0ex, VEE Des 
tali soluzioni le formole : 


Ù 1 " 1 n_2)n_ " 
UA = ot, — 9 n finti DR (M—2)! n © a care +3 n E 
de re 1 (n_-2) Rita 
orso M_2 )I î No ; 
1 | (n=2)n-2 ar 


Y = 1 pb 1 Va 9 La”, "or EIN (n—2)! Mo È n= oe 
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i i began 
E) S n tuti a 





TI ; , 1 È 1 (n-2)_, n—-2 x " DEE 
ci (nel LIE mal oe L'o UA viti ea)! No «i _ Joe! Emo! pai 
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, 1 II 
Netta 9 N A Se een) (n—2)! No %, 
ii ae AE I E RO Se A IA IE e Ao 
Yo —=(n-1)! PI x; 


1 E cin 


1 “ TL, 
v=h4 cn (ea) CERESI) Saf (e _a)Th(e) de 


Cp 4 Lr “aa (2) ia cars "4g e)" (2) de 
ea td)1;, RL usgilan tit: vii 





y Oy 0 + (e-—2)},(£) de— cal ate) de 


24 0 


| i } 3 

Re fr at RS eine, ai d 
| Y, an sla b) e) 2 at (2, 2) fi o) 2) 
| 0 1 0 


ecc. ecc. 
In quel che segue, lascieremo, per ora, indeterminati x, e n, riservandoci di 
porre via via le limitazioni che appariranno più opportune e di verificare che 
esse si riducono, in ultima analisi, a due limitazioni del tipo le. <% © 
MUn <% 7 
Occorre dimostrare anzitutto che le (5), (6) ecc., possono effettivamente 
| essere costruite, e cioè che i valori di y che risultano appartengono a (2), 
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‘IE MW E06 10 e I 
È i Chiamiamo P(x,) il massimo valore assoluto in (0x,) del polinomio: 
SS ; P(a ) D He DI. fe Ric RE eta AE (1-2) gn? 
08 =" I 0 31 n fi, Api 2) "ot 
: È; ve: Ricordiamo un teorema di W. Markoff di: « Se F(a) è un polinomio i 
“0 di grado n, che per x variabile fra @ e b non supera L, in valore assoluto, . - 
sd si ha; | 
ice, 1 4 
DI nn° -—-1)....[-k_- 1°] 2 \* 
N n FAR, = CA IE RI DITA IMI ne 
Se | = 1-3....2k1 b-a : 4 
si È, } 
99 qualunque sia x in (ab) » : e applichiamolo a r Ple Da 


Avremo che nell’intervallo (0x,) saranno soddisfatte le discgua glia 


P(2,) P(x,) 











P'(e)l<2(n —2f SE : Di 
| (0)] <2(n ) x, Cl; x, 

; (n — 2) Piaj} SR) 
|P” (@)] 3 [(n —‘2) = 1] sa = PI) 
Sr 2" (n--2) [(n—2}--1]....[(n--2}—(n—--3)]| PI (a,) x P,) 
POOsTToi=, ea 


dove Cc, , €, , ++, +} 6,-2 SONO costanti che dipendono da n soltanto, 
Dalle (5) si ha: 




















Hol = <n.+ 276, | | sa 
Ple) Pe) Ss 
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L) 2P(x ant 
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(4) Vedi S. Bern stein; « Sur la meillenre BpDbUzinA Re, ‘dea polynomes da degrò i 
donné » n, 6. 











c=e+n—1, c=(M—1)M—-2){-0,, 0; 00 =M—1)4-0,0, 
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+ = 
ec’, è il maggiore dei numeri > en—1, c.,ilmaggiore dei numeri ca e 
2 
(n-1)n_—-2).... = 
i Chiamando © il maggiore dei numeri e’, le diseguaglianze precedenti ci 
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L o 
” . 
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2P(e,) ‘+ 2P(a,) La 
(n I nes Ni Tè "= n Ca n x 4 “le 4 
x, 4 
2P(w 2P(a %, 
% : yo #0 (@ 2 P(#,) — SAT si È e, o 
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Si noti che © è un numero dipendente da » soltanto e che è > 1. 


P, 


Se supponiamo che sia m< E ed x, scelto per modo che Pe) < 6 
3 0) 


_e minore del più piccolo dei numeri p, e di, avremo che tutta la prima ap- 
 prossimata apparterrà al campo (2), onde si potrà procedere alla costruzione 
della funzione y,(#) mediante le (6). Si ha per le (3), (6), (7): 
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$ SZ e poichè è certo a, < 7, + 2P(2,) + @,, a maggior ragione avremo 


4 z fm PISA 


Jy Reni e<i ar (nb2Pit x) i, (129) te) È 





n_ 1 


o" (n+2É6)-+2) x at L03T +Me i ; 
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. ea —1 2P E 4; 
8) ly, ene y: mn LARE TERE [(n+2P@)te,) | 


n_- 





Jon (a-t2de)ta) e pate | 


— Poniamo 
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È ef i 
(9) e,=lJo-1 , o,=/o—1,....0,=/ot*—1 


i È TE Cui È . nt—_i!n 
e, chiamato o il minore dei numeri _—- 
i) ii ce Im— i. 


niamo che risulti soddisfatta la diseguaglianza : 


4 LIE 


lo" (1, +22) +3) pipe 


(10) = Mi, (1 IL 2P(e) + :,) 


+ Mg et P 


_ Risalterà allora dalle (8): 


| lad<#po(n42PG, Da 


2n_1 n +2P@) +, W) T- A n+2P@)+, 
(11) I, VR n ma re LAsi Ki 


x, 


mi-2P(@0,) +2, 


Tage n LV) LA 
x, 


\ |y © Vo (n ppt, i mia, CETO 


e da queste disegnaglianze, e dalle (7) si ha: 


& ly.) < (04 2 |(n+2P6, )+a RE da ST |(n+2P 2Pla)-ke ) 
de è Iy |<(0+) Le Es MECEOA Si 
(12) ssi se dra poli, 
VOL, LV, i SR i pà 
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(12) |y@=bD] < {04 ®) MA i E rl i) cbaPep hei — 
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= vw 1 Dai 4 
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Se quindi supponiamo soddisfatte le diseguaglianze : 
EE E 
Lt ZA 60/1 + DS î 
s5 n! n! 
(13) ) 
iP Noi dai io ec 


le quali comprendono le n, de, Pa) << ALU < Bi o) FEST ._ preceden: 


temente poste, risulterà che si può sempre fare in modo che ne i. 
a R e che siano verificate le (12). Supporremo d’ora innanzi che le (13) siano 
sempre soddisfatte. Si potrà allora procedere nel calcolo delle approssimate e 
Si avrà: 
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Da queste diseguaglianze si ha: 
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lil <o(1+57)(1 +20) +2) 


ly] Pali ox SERIA, 
(15) Q 


| , Vere nil + 2P(@,) + ® 
<a fol, 


| mentre, per le (13), y,(x) appartiene al campo R. 
Ora, poichè le (14) si sono ottenute dalle (12) e dall’essere soddisfatte le 
. (13), dalle (15) si otterranno formole analoghe per y,,%", -..; dunque, supposta 
| verificata la (3), comunque siano scelti 2, e n, in (13) e soddisfacenti alle (10), 
| si possono costruire le successive approssimate, le quali soddisfanno tutte a 
diseguaglianze analoghe alle (14) e (15). 


4. Convergenza delle approssimazioni successive. Consideriamo ora le serie 
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CP POR FASO 
4 Yo + Z(y'; C# Yi) 
(16) 


PNRA + My — Vea) 


e vediamo nani condizioni, oltre a quelle già imposte, dovremo supporre sod. 
disfatte affinchè esse convergano. 


Intanto, supposto che (xy) e (xy) anna a R, si ha Be le: (4), 
(11), (12): . 


ce <a] 0 a, (ArtePierbn) | pafpcPeterta Vi 
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vali 
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Lari (SE det pesi — ctaPlepba (preso 
xi xd, È 
fa et sPenta tentar I 


: : 31 sta 


n; +22) Ha ERA to n +2P(e, pia 


x, x 
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sr 


s qi A La (nt20e)+,) +6. 


in Cul d, b) Xo b) e 2 (0 PR 9 A, 4 8, LA . eta . ) Bn b) ® * È . b) \, ) (fo de I b) 0 sono numeri | 
che, come le co e ©, dipendono solo da » in virtù delle diseguaglianze pre- 
messe. Osserviamo che, nella parentesi avente A, come fattore, ogni termine 


n 


1 — n: To 
contiene quae l’espressione (1 T2P@) + ",) con esponente maggiore od | 
RA . 





eguale a Possiamo quindi porre in evidenza il fattore comune | 
n i 3 


se n 

2P(x PA e Gee: 5 IRA 
ii , e, dopo ciò, i termini della parentesi non conterranno | 

I 4 

L = 

più x, a denominatore, mentre n, + 2P(x,) + x, sarà contenuto in ogni ter- 
mine con esponente positivo o nullo. La precedente diseguaglianza diverrà | 
quindi : A doi 


LTL 
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si nl l bo ‘n—=I 
(17) A(n+2F@y+e) (a, (£-+2P@)+e,) HM 
pose 
HE A, [aaa + 7a ue = 
La precedente diseguaglianza diviene allora 
2P 
CEE, 
i 1 
‘e da questa si ha 
Liza espe Mi Loop 
P i 10 ag o À 
nale 
| 2P(x AA 
i Log n UE2PA i ut ea s- “ (n+2Pe)+e) 
2n-1 y,+2Pe)+2, Da o net2PG r)+®, 
ET ea Beer 
#i ,+2P(e ) 
pin SEL btta, 
a cui si ha ancora, per le (4), (12), (15 
i} AA Pci EP: | ME i? De } 
sl ei Pepe | n) ((1t2P@) te )+ 


EE 


G 


nu LT. sei 
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+ . . . . è n . e . . è n DI . n Ò 4 » o Di La x ; 
2P@) M+-2P) +2, \ N 4-2P@)+e î " 
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x, XL, %, È 
2P(x) +2P(a)+ ia 
+A; .) 2,(1+200 )+a TEA 2 ri al FE (dee = } 
1 ferri ue, 
Ceo MA? an al ù i 
%; 
x 
onde seguirà 4 
3 
"i n 1 À n+1 2. ei: i 3 
di HI(n.4 270, te ca DI) (n+2P(o)pa,) sé o 
i | 
S ci 
2n—-1 n41 n +2 Pla 2a ul; nera) i 
Lie o nes) een: ®, ai aa mer. LEN 
n+-1 2QP(a 
ly” vlc OO 
i O 
da cui si ha ancora A 
n+1 n + 2P(e) + | 
(e a 5 
"a 
e così si può procedere. Si conclhiude che se x, e n, sono tali che 2 sp 





le serie (16) convergono uniformemente, e quindi ciascuna di esse rappresenta | 
la Alenia della Dea Siano y39 fi RSI pod las somme di tali serie: è — 





9 i Di Apia pro 
“ML SUECIISIT se al n 





CL 


E O I I TE pe 


serie 


e la sua somma è f(xyy'....y®%-5), 


CA da Ly — ya 


X 215 X 


©) 


GI A RYYSTIRAI yMR 0): 


converge uniformemente a (yy ....y-), cioè converge uniformemente la 


il che dimostra che esiste ye che 


Coneludendo, se è possibile determinare due numeri positivi e, ed e, tali 


che quando a, <,, 9, <&, si abbiano le (10), (1 


3), (18), 


certamente le ap- 


prossimazioni successive precedentemente costruite convergono ad una fanzione 


limite soluzione del problema. 
Per vedere se ciò è possibile, determiniamo due numeri è, e è, tali che 


(19) 


: n no n n n 
+ cati I er Sosa n nA 
di Mò, È dà, mito di 14... +01] 4-M,d,"!<0 


Al LARE n 
ai AS Lat ib ISEE le (And, PA n Ù,) 





n 
SERI 


Tali numeri si potranno sempre determinare poichè i primi 


membri di 


queste diseguaglianze sono funzioni continue di è, e d,, nulle | er d,—=d,=0, 


e possiamo anche osservare che è, e è, dipenderanno solo da. M, 


MITRA 


Ai, n, poichè da tali quantità nta dipendono i primi ed i RL mem- 
bri delle (18). Ciò posto, le ‘10) e 


si abbia 


(20) 


Ml + 2P(@,) 


Se quindi chiamiamo e, il 


il minore dei numeri 


(21) 





3), (18). 


Mn < e, 7 


(18) saranno evidentemente soddisfatte quando 


Po € k) 
260 
3 FRE SR a 
%o| vo 2) 






+e, <Ì, : EIZO, 
minore dei numeri 24 
i 3o[l-- = 
ol De n -) 
Pi , è, , basterà supporre 
Pe.) < Papieti < 6 


d 


og 


perchè risultino soddisfatte le (13) e (20) e quindi tutto il sistema di dise- 
guaglianze (10), (1 
nullo per #=0, e pertanto si potrà determinare un 6, tale che, quando 2,<É,, 


Si osservi poi che il polinomio P(x) è anch’ esso 


FIGLIO E ATTO, AIAR SI 


SE E SEL 


du 
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OLI PE de A 


© TA SE TIE I 











i SÈ € sa SOUL : è È | 
sia sempre P(x,) <-+, e perciò, se chiamiamo 6, il minore dei numeri 6 e 
2 


8,, avremo che per , 
Le <00.7 3 QZ% 


sono soddisfatte le (21) e quindi pure le (10), (13), (17) come si voleva. Inte- 
ressa osservare che i numeri e, e 6 non dipendono affatto dai valori iniziali 
NoN 0 «NET? delle prime n--2 derivate; ne dipende invece il numero 0, 
e quindi pure s,. 

In particolare, possiamo dire che l’intorno in cui è risolubile il problema 
ha la dimensione nel senso dell’asse delle y indipendente dai: valori iniziali 
Nor N° N0® delle prime n — 2 derivate, assegnati nell’origine, mentre, 
a mano a mano che tali valori crescono, la dimensione di tale intorno andrà, 
in generale, impiccolendo, e tenderà a zero al tendere ad co di uno o più di 
detti valori iniziali. i 


Osservazione. Anche qui possiamo osservare che se f(xyy' ....y%) sod- 
disfa per 0<x<2, a tutte le condizioni enunciate nel precedente teorema, 
e nel punto x, non facciamo alcuna ipotesi, non escludendo che per tale valore 
di x la funzione possa non essere definita, possiamo aacora costruire la solu- 
zione di (1) soddisfacente alle condizioni assegnate nei punti 0 e «,. Infatti la 
fayy' ....y0-%) compare in tutta la precedente dimostrazione, nell’espressione 


“> 


‘e 
J fayy 0. Yy®-5)dz, e quiudi, nell'ipotesi che le (3) e (4) siano soddisfatte 
: | 


in ogni punto interno all’intervallo (0x,) la dimostrazione può estendersi anche 
al caso in cui la f non sia definita per x = 2,. 


5. Teorema di unicità. Mantenendo le ipotesi del precedente teorema, dimo- 


streremo ora che determinati secondo il precedente teorema i numeri s, ed €, 


CU) 
se una funzione Y(x) è continua per 0<ax<x, < 8, ha le derivate prima, se 


conda. ... n-esima per 0<@&4ZA, e soddisfa alle 


[r@a<4,X0=0,Y00=n,Ie)=n (= 20-23) 


ed alla (1), essa coincide necessariamente con la soluzione precedentemente trovata. 
La dimostrazione, analoga a quella del Capitolo II n. 3, è alquanto diversa 
dalle ordinarie dimostrazioni dei teoremi di unicità. i 
Nell'intervallo (0x,) scegliamo uno £É<, tale che, per 0<x<éÉ si ab- 
biano le diseguaglianze : 


(22) i ‘20 — 
Na), << o(! + 27 +2P(e) + ") 








a 2P(e,) + DA 
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gi 
| ni N'@<ol è È 


r@)]<o)lar LLIPE SAR 80 


e, + 2P(e) +6, 


[YE-Me)] <% y gica ner 


Di tali valori di é ne esisteranno sempre: invero la prima diseguaglianza 
sarà certo soddisfatta in tutto (0x,), per ipotesi; per le altre poi si osservi che, 
essendo per ipotesi le Y'(2), Y"(2).... Y®-5(7) continue per «=0 si possano 
trovare dei numeri G,, G,,.... G,_, tali che, in un conveniente intorno 
dello zero, sia |Y'(m)|] <G,,|Y"@|<G,,....,|Y®-/(@|<G,-, mentre, pren- 
dendo É convenientemente piccolo, si può fare in modo che i secondi membri 
di tali diseguaglianze superino rispettivamente G,,G,,....,G,-- 1 valori 
di É, soddisfacenti a queste diseguaglianze, eostituiscono un aggregato : sia E 
il suo limite superiore: sarà Z<x, Per ogni coppia di valori x £, tali che 
0<x<&< E varranno allora le ultime n — 1 delle (22) e quindi potremo 
sostituire ai secondi membri delle diseguaglianze i loro limiti inferiori 
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ia sn cm 
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attenuando le diseguaglianze; avremo pertanto, per 0<xZE: 

20 | è 

i Y(a|<e, <(1 | 2)(e + 2P(e) + ) 





(Rai e +2 


|Y”@|< Vo a 


Eni 


rale TP + 8 


- Consideriamo ora la funzione f(xYY'....Y®-5), e costruiamo, col metodo 
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delle successive approssimazioni dato nei numeri precedenti, una soluzione y(x) 
di (1) la quale soddisfaccia alle condizioni : agili: 4 


(24) y(0)=Y(0)=0 7” (0=X0}? =? 7 USZ=YMSR E ae 2). 


Ciò sarà possibile perchè E£<,, Y(E)<8,, el è facile vedere che tale 


funzione coincide con Y(x). Infatti indichiamo ancora con Y,, Yfg +09 Yi. i 
le successive approssimate soluzioni di (1) con le condizioni iniziali (24). A- i 
vremo, ricordando, che E<e,<òd,, Y(®) << a cbiegzs A <% Pa dal- -- | 

? ‘ 3 pei AT i 

les (3, (15),(29): A. 
2P Li ne dA Pesa 

[PAY se x6-0) <M 0a (TS) SALITA meo di QUEST | Ca | 


4 


<l8, +9P(s dte z| (+24) Tx Rio 








gii: +2P(6):+9,) hate AI aule) ni 
Y ; ‘freA 
Pa cate 0 09, i tt i 


= i i (i 


e poichè y = 0 a YM = flaYY"....,Y©-5), dalla precedente disegnaglianza 
si ha: i a 














1 di ; i ; x fo 
pina (n—1) if (ea AYY"..., VT! )de— “AT 
i o se IC VARNY! Ye I- 
ra nni =_ ® ces LL i = 
VOCE (1)! Ea soa 
s: I o(* A 2Plm)te 5: sa È o(s +22) TRAI ua 
1 e, 4-2 P(a) +e bi Ai , +2P(a) +e so 
TAI 4 Un €,4+-2P a 4 E 
à WI <= WISE SAR air val 


[Xfd gta tile v, (ua €0)4-% i 
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da cui si ha, mantenendo ad 2,9, , +. .%ny BiBy ee ee Bar Ag da il si- 
gnificato che avevano nel teorema precedente : 


von) — flo) < 


<a ZE +. E dr(- o] 7 (4206944) + 





| fAYY do 





- 
i Ì 


si È 2A A Sap alata €) +50 


ta cati 


e Cai Sol teo, 








x pil FELRO, Hu Al c2Pei nt a IRA uo 


e,+-2P( ili IE na n < 





& pi + n get 3h 


— TI 











2? +2P()+ i : = 
ATI tisi nooo ° u, _ Ù 
d e quindi 
ta vj - Z(a +2P( îo mania) Mela Da, +2P(6)4-% Ji 
n Fe HER cer2p n-|-1 s,+2P(80)+8 
°° Yi GGoDI Spi n i LTT d n ia, u, 





red _y, SE e,+2P(e9) )}+%, 


Eni U, 
fa: da cui 


5 MAXX, iene II 





aa NE - 
Pa À ‘ ” fe 
ITA o [ate "ue LEA A È uil aid o, a TE 





Ie 
va 
sE 


ici e Re til A nt 
Pi = Se 49 





<il u[a,ta, (te tircka satana Su +21 Gta) + 


AV i 2P 0 of €, Ù È | 3 
pin (EP i 





+} eta E seni ari] î 


da(1+2P6) +80) + PET _ sa È si 





OA 





n|p1, s,+2P(e)+s, 





i n U, n” 4 

n 

. . x n cm 4 
é poichè w, < avremo, per 0<a<&t: f. 
n+ 1 (A 

lim VR : SS 

ti=c0 i x i iv CR 


Se Z = a, il teorema di unicità è dimostrato. Basterà dunque mostrare 
che l’ipotesi E < @, è assurda. Supponiamo infatti E <a, ed osserviamo che, © 
poichè in"(0E) la Y(x) coincide con la soluzione trovata col metodo delle sue- o ì 


cessive approssimazioni, si avrà in virtù delle (15) e analoghe : 











I 20 _ = _ 
AO o(! ra (© -+2P®+5)<u[1 +47 (+276)+8) 
| ONE PE ea De LE a 
|Y@]<0 Jo S <ule + 
Y(2)4+-2P(E)_+E 2P(e,)+E 
[RON Ye |<] 4 5, IE = a 
"___Y(E)+2P(E)4+-E 2P()4t® È de 
Ya) ir Vasi pr tt tari 7A fee 
per 0O<r<T<a, | ue 









—  Poniamo : 









i Toe TE e © eu 
) Yo (i) = y Liri ; n_4 70 = 
(26) 0/0 a) RE pi STI ta A O hg 3 ce.) ft mus nor 





Allora le (25) potranno seriversi nella forma : 


ri] <e +7 +2260+a) 


prin 
Ì 
nm 
(>) 
x 
® 
> 


|< liana AE ti, 
(27) |Y' Aloe e,+-2 Peota — 


E LES x) <0 Tini PISo zan Gi 0 Mate ANI N) :+2P)+ er 


Mn td 
al 


[ansi 


—_—Sia ora E, un numero So di 2 e minore di x,, ma tanto vicino a 













E da soddisfare alle diseguaglianze : 
1 1 Ma 
i 2af'e lead 
S 1a 1 I 
ea 
* ' 20) ale, +2Pe) +e ) 
1 - | 1 Bnl 


Luni} POSE — er < 
red rt 


META Ati È 


TO Vieni: e,+2P( &)t% ni e,-+-2P(e +8 Le nn De 


art NUR n_l 


A: ETC ME VD 








IBRA ASI 
Per la continuità di Y'(@), Ya)... YMD in 0<x<#, potremo fare. 
in modo che per E<Zax<E, sia. 


Y(a)Y(E) | ta Si L@)-YE) <%b SRI YA MY E) Po Dl 





da cui si avrà: 


ia 


TA AT, AREA |rE-)|<|Y-ME) da “i 





—-, Ya )<|Y"E) + 


3 


e poichè le (27) valgono per 0 <r<£, da questa diseguaglianza e dalle (27) 
siXiia; però a 

















pa natete2 PEA 
|Y x)|<0y 4 > 0 Di 
ar "=; &d 2P(e)A & 4, 
L'acaeite d 
# e,+2Pe)te se È 
Da a) <% opa St Sai So —_ 
repers le 426) 
e) |Y'(®) )<ue piena e +2Pe)ts, 
=, 
2P(e ? 
zx |Y YI (a ) = colla T2PI At sei 
n, | 
ca -#4+2P(t; 
XY m)]<% pt i ra 
i 
a cui potremo sempre aggiungere la 
20 = 3A $ 
[Y(©)] << €, <a[! > Ft) si di de 


e ciò prova che le (23) sono ancora soddisfatte ponendo in luogo di & “uno 
s, > &. Dunque S non è il limite superiore dei valori di £ soddisfacenti alle. 
(22) come si era supposto. 


Osservaziane. Possiamo rilevare che, come nel precedente teorema di esi- 
stenza, non è necessario supporre che la f(xYY'...,Y®-) sia definita per 
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inni 


wa, Cloè che Y(w), Va). ... Y®-5) esistano in #,; ma solo che la Y(x) 


sia continua in a, 
, 


6: Estensione del teorema di Painlevé. Cercheremo ora di estendere il teo- 
rema di Painlevé; è presumibile che tale estensione debba enunciarsi 
affermando che qualsiasi soluzione di una equazione differenziale ordinaria di 
ordine » del tipo considerato nei numeri precedenti, tosto che in un punto 
sia finita e continua abbia anche ivi tutte le derivate degli ordini < n, 





Però non sono riuscita a dare tale estensione, che per i casi n—=3, n=z4, 
poichè per n = 5 le diseguaglianze che si presentano, rapidamente si compli- 
cano. 

| Tratterò successivamente dei casì n —3 e n= 4, 

1° Caso n= 3. Enuncieremo la proposizione : Sia y = (a) una funzione fi- 
nita e continua per aZzr<Db ed abbia le prime tre derivate y'=9'(2), viso (de) 
y'” — o"(x) pera<rx<b: sia infine essa una soluziode dell'equazione 


' 


b) 


(AZ 


EZIO VITA 


dove f(®,Y,Y,Y') è una funzione asintoticamente di peso < 3 rispetto a y' e y”, 
ordinaria rispetto a y.yY' ,y' in un intorno della y == 9(a), a <a <b: diciamo 
che allora la © ha pure le derivate prima, seconda e terza finite e continue in b. 

Potremo dunque determinae due numeri 7, e c, tali che per 2 —d|<7,, 
y— (0) <=, la f soddisfaccia alle diseguaglianze (3) e (4). Determiniamo con- 
seguentemente i numeri È, e È, conformi alle * diseguaglianze (19), ed infine 











DI 
2 È : T 2) f : ; 
chiamiamo e, il minore dei numeri : Sri 3 e 9, il minore dei nu- 
60(1- — 
| d 
i ° DIST 
meri b—a, ——-__— —;, 310% 
4 (o) Fa) sa 
G0( ca 
(3) 
.) / 


Determiniamo poi un punto a, dell'intervallo (ad) tale che d—-a,<6, è 





\ 


S ; è € 3 È ; 
che nell’intervallo a, d sia «sempre |g(#) — 2(0)| <a ed inoltre il massimo 
' -_ 
2% de e 
| valore assoluto P(d-- a,) di 9(a)(x — aj), per a, <x<b sia minore di È 


ll 





T ì 4 
Nel campo |e- aj, e ly g(a)|<-j saranno soddisfatte le disegna 
dl 


 glianze (816 (poichè in esso si ha [y—2(0)|<|y— e(a,)|4-[e(a)—(0)|< han 


, 
a 9 x T : : 
| Potremo quindi prendere i numeri 8, e te come i numeri p, e p, del teorema 
‘ di 
i 
mp ecente, e pertanto, i numeri e, ed e, del n. 4 coincideranno coi numeri 6, 


s, rispettivamente. Allora, nell’ intervallo a, << d si avrà sempre 





el 


: ; 
RR IT PIIA O 


" 
buia 


62) — g(a)| <|g(2)— e(0)] + [p(0) — g(a,)) < 6, e potremo applicare il prece- 
dente teorema di unicità. sp: . onto 

La funzione (x) coinciderà allora con l’unica soluzione della nostra equa- 
zione che soddisfa alle condizioni 


Ya)= (a), y(a)= (a), y(0) = g(0) 
e per cui |y(x) — y(a,)| < €,, e pertanto avrà come quella le prime tre derivate 
finite e continue in D. 
Non si potrà quindi procedere nel modo ora detto solo quando, per tutti 


ra 


i valori di a,, in un intorno di d si abbia sempre P(b ada 9 


Ma 
Pb — a) =|2/(a,)(d — a,) - 
quindi dovrebbe essere in tutto un intorno a sinistra di d: 


|> EA ’ 


x 


e poichè %'(x) è continua per 0 <x<b, in un intorno a sinistra di bd con- 


serverà uno stesso segno. Supponiamo che sia positiva: avremo in tale in- 


torno : 


» 


7 €, 
REL Sh 2) 


x 


Ma allora g'(x) non è integrabile in % e quindi 4(x) non è finita e continua 
in dD come si era supposto. 


2° Caso n= 4. Manteniamo per la 9 le ipotesi precedenti ed ammettiamo 


che essa abbia la derivata quarta per a<x< e che soddisfaccia ad. una 
equazione è 

IVO Hr ) IZ) 

yy 434) 

È 

soddisfacente alle (3) e (4). Ripetendo gli stessi ragionamenti che nel caso 
precedente, si vede facilmente che i teoremi di esistenza e di unicità dimo- 
strati ci permettono di conchiudere ancora che la 4 ha le derivate dei primi 
quattro ordini finite e continue in d purchè non avvenga che in un intorno a 


sinistra di d si abbia sempre che il massimo valore assoluto P(b — x) del po- 
linomio i 


PEPE AT pe 


ia veti litica ti 





rieti. 











per a <éÉ< sia sempre superiore al numero finito — SEDIA come nel 


id 


| caso precedente. 


Vedremo che in questa ipotesi la (x) non può essere finita e continua 5 
| nel punto d. Invero, poichè g'() e %’() sono funzioni continue di x per % 
a<@ax<b e il valore di $ che rende massimo il polinomio P($ — x) è pure fi. 


una funzione continua di # nello stesso intervallo, possiamo dire che 


mar (p—a+3 p"E— af i: 


a<t<b 


è una funzione continua di ‘x, e quindi, in un intorno a sinistra di d (0 esclu- 


so), max P(b — x) conserverà uno stesso segno. 
a<E<D 


Supponiamo, ad esempio, che sia PREVIA: avremo in tutto l’intorno con- 
siderato 


RO (1 (E — 2) )+5 p"(a)( — > 


T<ZEZD 


Osserviamo che di qui segue 


e<E<b T<E<D a<E<Db 


(29) max Do x)(é—2) ] + max a sun v= = max pont 


+3 p'@ Kina > 


db; 


nia 


LI 


Per la (29), le due quantità 'w) e (x) nen possono essere contempora- 
neamente negative nell’intorno considerato, quindi, in un punto qualunque di 
detto intorno dovrà avvenire uno dei casi : 

I. p(@)<0 e gx) > 0.In tal caso 


$ max [PE a] = (0 — 2) (3° max [p"a)é—2}]=0 
a<i<b i a<E<b 


e perciò nel punto considerato avremo : 


Sile; Pad 
IL. p"@>0 e e <0, quindi 


19 max [p'(@(é — a] = 0 si mae [pen A - 
SR I<5<b a<E<I 
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e perciò dovremo avere, nel punto considerato : 


o (31) | pb— ata 
da IMI. ea) >0 e (a) DO è quindi 


ì ; max [pl — a] = (0-2), max lp) — 2) ai v'(a(b — a} 


a<k<h o<k<b 


e quindi, nel punto che si considera, avremo : 


pb — +39" UO — at > 


cioè dovrà essere soddisfatta almeno una delle diseguaglianze : 9 


(32) Pabma>ti , paco. 


Poichè la prima di queste diseguaglianze comprende la (30), e la seconda 
comprende la (31), possi&mo dire che in un punto qualunque dell’intorno dovrà 
essere soddisfatta almeno una delle (32). Supponiamo che in tutti i pnnti di 
un intorno a sinistra di d sia sempre soddisfatta la diseguaglianza : 





a (33) | p'(2)(b — af > 


Si avrà allora 








€ 


d'a) > 50 dj ) v@> n= +€ 


e quindi %9'(@) non è integrabile in d e %(x) non è continua e finita in è come 
si era, supposto. 


i o n 


Ove non sia sempre soddisfatta la (33) vi sarà qualche punto « 


0 AS Sa 


pa nba) >. 


Mostreremo ora che necessariamente deve allora essere 
« 


a) 


pb a = 


e 
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in tutto l'intervallo a, <x<. Si conchiuderà allora, come sopra, che %(w) 
non è finita e continua in 6. Infatti, nell’ipotesi contrarla, sia #, un punto 
dell'intervallo (x,0) tale che in (x,7,) si abbia 


3 


pb — ><, 


mentre in un intorno a destra di x, si abbia 


€ 


pala <t. 


Nel punto «x, sarà necessariamente, per continuità 


e poichè 2 w(b — 2) è decrescente in «,, derivando si avrà: 
2'(2)(0 ao x,) ue pr) SU 
e per la (34): 


FaN €, 
(35) p'inlb— a < ST 


quindi nel punto x, non è soddisfatta almeno una delle (32), e quindi la (29) 


x 


non è soddisfatta in tutto un intorno di d rome si era supposto. 


7. Estensione del precedente teorema. Auche qui possiamo fare una lieve 
estensione di questo teorema sostituendo all’ipotesi che la % soddisfaecia alla 
VANS A ARI ALI 


equazione y° = /(xeyy'y"), o all’equazione y'” = f(ayy'y"”y") Vipotesi che soddi- 
sfaccia rispettivamente nei due casi n —=3 e n=4 alle diseguaglianze : 


- (36) I : Pi<xe+e|+ 
(37) PE le] < N pis pl? Sato ujcar 





Per dimostrare l’asserto, costruiremo un'equazione a cui la g' soddisfaccia, 
del tipo di quelle a cui si possa applicare il precedente ragionamento, 





SRO 
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Trattando ad esempio il secondo caso, definiamo bl) e pa(0) con le fori 
mole : a 

























(38) 0A pd) = BE A p(@) ==) 


pa) + p"a)jt+ pi (a) 








se 
mu p+ + pli@=1 
e L 
89) pa) era a+ EM 
se I s 


pa) + p0) + 94/ (a) <1 


Osserviamo che tu, (0) e |.,(x) sono continue e definite per a<a<be che 
si ha: (1) | 
p,(2)] ZBN, 4- Ng ’ | (®)] <3N; Ne 


Hr - (4) Se p42) + 02) + 0”4/.(a) =>1 possono accadere quattro casi: 
1° Jp) >1, le”M>1, le” > 1 e quindi 


lg” (©) Ni(9'4) + 02) + 9”4/3(0)) + Na 


OTTO: A atte IT sn 


VR a Pd 


2° Due delle funzioni |g (I, le”(2)] , le/”()| sono > 1: ad es. lo@|>1 A le) o 27 
e |g/(2)) < 1. In tal caso I 
| * È 6 PI 


QN, + No. 
Pt a TT 


ipy (0)] < 


3° Una delle quantità [g'(2)} , |e/()! , |o/@)|, ad es. o) è maggiore di 1 e si. al 
9 (2)] <1, le”) < 1; avremo in 1 caso i “e 


N,[2 farà, N IMA N 0a 
o 12 + 94/3(2)] si e agio N,g”4/3(7) + No i <3N, + Na. dig 
pi) +92) + o" E(7) p'i(a)+ 922) + p'"3 | Sirene 
4° Si ha Jp/@|<1, Jp) <1, lo”/@]<1 e quindi | 


SN, + Ng 
942) + 9"2(®) + 94/3(0) 


Se 9/4) + 9/22) + 9!4/s(r) < 1 si ha de eno. È 


lu] < <3N, + No. 


i < Nip @) + e) + 075 (+ NE < 8N, + No ; |pa(@)] < BN, + Ng 


Ca 








Se quindi si pone 






Seyy'y'y'') = As uu (ae ) [y 71 snap” y'°? DIS 1") zie t.,(ar 


la funzione così definita soddisfa alla (3) ove si ponga M, = M, =3N, | N, 

ed osservando che essa è isobarica di peso 4 rispetto a yy” y" per a<a<b, 

possiamo asserire che essa soddisfa alla (4). Inoltre, evidentemente, dalle (38) 
pr Rec BT 


| © (39) si ha che %(a) è soluzione dell’ equazione y'" = Teyy yy) come si 
voleva, 


e Ad SEL © ere 


egli. _/ 


CAPITOLO IV. 


, 
È 1. Dopo quanto abbiamo detto sopra possiamo rapidamente accennare alla 
generalizzazione di cui abbiamo parlato nella prefazione. 

i 


Sia data Vequazione differenziale ordinaria di ordine n 


E AL) gr CARY ey) 
. Supponiamo che f(@,Y,Y ,...y-) sia definita e continua per valori di 
È 3Y ,Y 44 in un campo R limitato dalle disuguaglianze 


lel <p nl <p | (i=0,1,2;...1), 


î 

| e per tutti i valori di y045,y045,...y©-D, e che, ove ad yÒ (i=k+1, 

k42,...n 1) sì attribuisca il peso i—k, risulti asintoticamente di peso 
<n— k rispetto a y049 ,y049,...y9-!, ordinaria rispetto a yy ...y©D; 

cioè supponiamo che esistano i numeri M,, M, , A, , A, tali che, per ®,Yy,Y,.:.y® 

apparteneuti ad R sia: 


n_k nek 


3,499 fato 4 geo pd Alga, 


e se t,Y,Y...Y® appartengono ad R e |a; | yO| < hi lp 100 
k + 2,...n— 1), sussista una relazione analoga alla (4) del n. 2 del cap. III, 
in cui sia mutato n in n — k. 

Dimostreremo che, assegnati ad arbitrio i valori Mo De 2) 
si possono determinare due numeri e, e4 e, tali che se a,,M® aa all’in- 


ly®) Fer) LA < si 
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ed x, 0 esiste una ed una sola soluzione di (1) soddisfacente alle condizioni 
y(0) —=0 LAICI) Enne IL VAN Ce i (r = 0,1,2;,.. 2) 


La dimostraziono del teorema procede come l’analoga del Cap. III. 

E cogli stessi procedimenti ivi tenuti possiamo costruire le successive 
approssimazioni delle quali possiamo dimostrare la convergenza, e può infine 
anche dimostrarsi che la soluzione così trovata è unica, e precisamente che: 
determinati secondo il precedente teorema i numeri e, cd e, , se una funzione Y() 
è continua per 0 <a <a, <<, insieme con le sue prime k derivate, ed ha le deri: 
vate k + l-esima ,... n-esima per 0 <a <x,,e soddisfa alla (1) e alle condizioni 


YMe)}<?, Y®(0)= 0 elite 








YOGiz= mn YO0) =; (O=k+1,k42;.s0m=2) 


essa coincide necessariamente con la soluzione precedentemente trovata. Ù 
La dimostrazione è analoga a quella del n. 5 del capitolo precedente; per-. 
ciò non la ripeteremo. { 
E ciò posto possiamo passare alla annunciata altra estensione del teorema. 


di Painlevé. 


Estensione del teorema di Painlevé.— Anche il presente teorema di 
esistenza e di unicità può servire a dimostrare un’ estensione del teorema di 
Painlevé. Converrà considerare una funzione (x) finita e continua con le 
derivate dei primi & ordini nell’ intervallo a<x < d, la quale abbia le 
derivate dei primi » ordini uell’ intervallo a <a<b; se essa è soluzione di 
un’equazione del tipo (1) soddisfacente alle (2) e all’analoga della (4), del Cap. II 
necessariamente la funzione (x) avrà pure le derivate dei primi n ordini e continue 
in d. Anche qui, come nella discussione fatta nel capitolo precedente, la difficoltà 
della trattazione proviene tutta dallo studio della diseguaglianza relativa alla quan 


tità PO — a ;). Nè sono riuscita a superarla fuorchè nei casi kl=n—-2,k=n—-3 
k=n —4. In tali casi la discussione è assolutamente analoga a quella fatta nel 
cap. 2° n. 4 e nel cap. 3° n. 6. Potremo pertanto enunciare il seguente teorema: Se 
pera=zx <)b la funzione y= (x) è una soluzione finita e continua con le prime 
n_—-2(0on—-3 on — 4) derivate, dell’ equazione 


gf) e CIRO JP OE RAI, 


con fa ,Y,Y;.. yl9) soddisfacente alle condizioni citate relative a k=n —2 
(=n—30k=n— 4), se inoltre, per x tendente a db'2(x), p'(@)... 0-17) (PA)p a 
plM2) 0 d(2), p'()... pA(2)) tendono a valori finiti, in modo che 9, 0" 190 
pi? (pp... pl, 0 pp... pl) possano dirsi (continue insa=a=by a 
che pl! (x) e "pl (x) (tp1-2) pied) AGI pl9) i pier plast sp sono finite € 
continue in D, me 








LE FUNZIONI DI LAME DEI PRIMI 12 GRADI 


MEMORIA 
DEL 


* Dott. GIUSEPPE USAI (a Como) 





1. Il Dottor Giuseppe Guerritore in una sua Nota (!) sul pro- 

‘blema di La mè ‘procedette al calcolo delle funzioni per i prtmi 10 gradi, 

‘però i suoi risultati ad incominciare dal caso n= 5 hanno bisogno di qualche 

‘correzione ed a tal riguardo, in seguito ad invito del Professor Ernesto 
ascal, io scrivo la presente (?), 

Dopo aver esposti i valori delle funzioni dei primi 4 gradi, io riprenderò 
in esame particolare i casi n= 5,6,7,8,9,10 e trattandosi di calcoli lun- 
Î hi seguirò più metodi di integrazione ed inoltre, come si vedrà, vari pro- 
E di identificazione in uno stesso metodo. In tal modo si hanno mezzi ef- 
ficaci di controllo, quando si ritengano coincidenti due soluzioni che difteri- 
Iscano per un fattore numerico, il che è lecito per l'omogeneità della equazione 
differenziale di 2° ordine, detta di Lambè: | 














en o. y' = [Ap(u) 4- B]y. 





DI 





rocederò inoltre per ultimo al calcolo dei casi nuovi n= 11,12 e in tal 
modo si avrà relativamente ad una teoria assai brillante dell’Analisi, una ta- 
bella abbastanza estesa di formule e di soluzioni che dallo studioso che ne 
avesse interesse, potranno essere adoperate come -materiale sicuro giacchè di- 
ligentemente controllato (*). Ritengo conveniente premettere, un’ esposizione 


(4 G. Gnerritore— Calcolo delle funzioni di Lamé fino a quelle di grado 10. Giornale 
di Matematiche di Battaglini v. 47, 1909, N 

(3) A Napoli quale militare in licenza di convalescenza: in tale occasione ebbi l’insperato 
piacere di sentire alcune lezioni sulle funzioni ellittiche tenute dall’illustre Professore E. P a- 
scal nel suo Corso di Analisi Superiore. 

(3) Mi fu di vantaggio al riguardo l’uso della macchina moltiplicatrice Brunsviga che 
Sì trova nel Gabinetto di Analisi Superiore della R. Università di Napoli, . 
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i . . x ” ) , . . 4\ 
sommaria della teoria dell'equazione di L a m è, tralasciando le dimostrazioni (°) 
e mettendo in rilievo le formule risolutive. 


2. Il problema di La mè consiste nel determinare le costanti A ,B in 
modo che la equazione (1) abbia soluzioni intere in: 


DD | (funzioni di prima specie) 
p.p',lp=e Ip, lp—-% (funzioni di seconda specie) 
p',Wo=- ep- p_ 2400 / (p—_e)p— par Vo— e, X p— 6) (funzioni di terza speeie) 


ove p rappresenta la funzione di Weierstrass per cui: 


18 


p*—= 4(p— ep elp— e) —4ip — gp 


notissima nella teoria delle funzioni ellittiche, insieme alle quantità e,0,6,9,9, ® 


in cui per semplicità si è scritto p,p' in luogo di p(u); p'(u) e lo stessa è 
a dirsi per le derivate di cui faremo uso in seguito (?). 


La teoria dimostra che è sempre A = »(n + 1) mentre B può assumere 


2n-|- 1 valori essendo » il grado della funzione che si cerca. 
Avremo quindi in luogo della (1) la: 


(2) y' — n(n 4 1)py= By 


e B dovrà scegliersi in 2a + 1 modi e così si avranno 2n +1 funzioni di 
Lambè. 

Ora si stabiliscano i seguenti tre gruppi di formule (°) relativi ala fun- 
zione p: 


(4) Per queste mi riferisco al trattato: Halphen: Zonctions Elliptiques. I, 1I, III, Pa- 
ris, 1886-1891. 

(5) Inoltre indicheremo con p* , p rispettivamente la n° potenza e la #° derivata di p 
e nei casi particolari faremo uso per gli indici di derivazione anche di numeri romani senza 
parentesi. Sicchè ad esempio pIYV e p rappresentano la 48 derivata e pi la 4 potenza, 

(9) Di queste alcune si trovano negli ordinarii trattati; v. p. es. Schwarz, £ormeln und 
Lehrscitze, ete. .Gittingen, 1885; Halphen (cit.) e Pascal (Funzioni ellittiche “Mia 1896) 
altre sono comprese in una tabella murale conservata nel Gabinetto di Analisi Superiore. 


della R, Università di Napoli, e le rimanenti le ho calcolate io. In riguardo poi alle | 


espressioni del primo gruppo dal quale facilmente si deducono gli altri due, si può osser” 
vare che nei vari termini si ha il segno (—)«*$ in corrispondenza ai raggruppamenti g,%93f e 
quindi il segno + per i termini senza le g e inoltre le derivate di ordine pari pp, 
pPY..... sono isobariche di pesi 2,3,4,:..., le derivate di ordine dispari p” , pY, 


pv, ...., sono eguali al prodotto di p' (e ciò è ben noto) per una espressione colle potenze 
di p isobarica di pesi 1,2,3...; V’isobarismo poi, eccezione fatta di un salto tra le prime 2° 
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Primo gruppo 


I IZ. fi , ‘ ‘ 5) n / 5 1 
p 695 Is p =12pp  p‘ = 12(100-i00—9) p'=36p (10-30,) 
vi —86[/140p'—28g9.p?—20 1 2 vu—-790. "| 98)? 14 
pY =36|140p —289,p"—209,p1-79; p"°_720p|28p—gP_g, 
; ; 30 ee it 
Di =15120(240°—60,® * Dop 300+730% 


60 1 
pS=15120p’ (1207 PE 189,9" gp +7) 


198 


198 2531 
DS —302400(132,*— gp “e Io: P IP 2 Loggpto I — ol *) 


p<i—29937600p" (305 Ip "opta ta 1) 


364 . 7 
pi =29987600( 20897 — e ,pts2g,pt+ Tip ui ‘gg? — 00% 2t 
VR REIEO 
7%? 23100 ‘) 
Secondo gruppo. 


etiNE 
; } L DAS 3 
—_- 0459, 3__ —+- + 


1 


1 pasa 25 
ata sua +209,p+ eil 


di sE 
ST p VI sei IV Li de na = 


ei 
o VI Im rr 3 2 
È bi. + ion + A. co IPtTZ9+ I c0:) 


1 1 99 
pi ir At a VIRA ER MTENVT IV 
id sta orta + ale +00? + da” un 


433 
+iigtt ra sP 3109 29 ) 


f 





potenze di p’ è completo e perciò in pX di peso 6 vi sono 2 termini senza la p, uno colla g3* e 
i l’altro colla 955 e coi segni rispettivi +e — in conformità di quanto si è detto prima; tali espres- 
_ sioni poi servono a formare i due termini in p che compaiono neila px isobarica di peso 7 e in 

quest’ ultima vi è un solo termine senza p in quantochè l’unica espressione di peso 7 che può 
Àrorbiatel colle gog , 93 è la 9279, alla quale corrispondo il segno —. Non è visibile invece in modo 
immediato la legge dei coefficienti e ciò avviene in parecchie espressioni isobariche. Vedi ad 
esempio la mia Nota: Sopra nn sistema speciale e completo di equazioni ete., Giornale di Mate- 
matiche di Battaglini, v. 53, 1915, 

YOL. LY i Wi 30 p 
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Terzo gruppo. 


STRA 1 II , 1 2 3 
A PI pp Sap + pla +9 
i Ta ; 1a \as6 re 
PP Sg T54p PD" Li-9op 7 Ispt7i 
(CSS e ue RARO. 7 SIRO. 
PD EPA" PI PP"TPAIP"H-309,p TEAPT3II 


1 14 TZ) 34 ;/ 
PPT 9009 gd 


; 2160 1296 
pri pt gp +-1089,p DS che ara Ja p4È gia I 





s Pr STRONA 
pp = Pd" 41804," +12097 Tp 199 


e dopo di ciò passiamo ad esporre i metodi di ricerca per le soluzioni di 
1*,2*,3° specie della equazione (2). 


FUNZIONI DI PRIMA SPECIE 


Primo metodo. Si ponga : 


(3) y= pl 4 ap 0 + ap +, 


Ove 4, ,4,,... sono coefficienti da determinarsi, 
In tal modo la (2) diventa : 


(4) PM+a pl +-a pd 4, n(n+1)p(p"-?+a,p®-9d4+-a,p9 4...) = 


a +a, pd +) 


e da questa mediante iden bitegeioni si determinano i coefficienti a, , a; ds. PA 
si trova l'equazione cui deve soddisfare B. 

Ora l’identificazione suddetta si può ottenere in 2 modi, cioè si può SOR i 
in luogo delle derivate le loro espressioni mediante le potenze della p (gruppo. si 
1* di formule) sopprimendo nel caso di n dispari il fattore p' che risulta. co- 
mune, oppure si può far uso del gruppo 3° e in tal caso la (4) verrà a con- 
tenere soltanto derivate della funzione p. pax 
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In entrambe le maniere troviamo sistemi equivalenti di equazioni per le 
d,,0,,30,)... ed equazioni equivalenti per la B, di grado, come la teoria di- 


1 1 e Si 
| mostra, Er 1 se n è pari, 3 (n — 1) se n è impari. i La 
Secondo metodo. Nel caso di n pari si esprime y come un polinomio intiero 
1 Ri 
e del grado 3” R°: 
m pnl pr? 0 
(5) IR SIA DI È; SA 
Si prende come variabile indipendente p e in tal modo la (2) è sostituita dalla # 
I Ti Deva ; 
i a Y YA di 
O e gp + (0-3) = ale + Lo + f 
2 
Nel caso di n impari si pone invece y=p'z ove 2 è un polinomio di grado : » 
4 i A 
sad) in p e allora la (2) diventa: po 
i : 
ge n° de di 
Be (0) (49° — Veg LOI a(0 — DA nei sano + Bi. i 19 


; Con semplici processi di identifi zione che si vedranno meglio nei casi pra- 
tici, si hanno risultati che a meno di un fattore numerico coincidono con 
quelli del primo metodo e all'uopo bisogna servirsi delle formule del 2° gruppo. 


FUNZIONI DI SECONDA SPECIE (MM IMPARI). 





Primo metodo. Si pone y=e)p — ea ove 


a=pî9 Lap? + ap" +... 


e in Pai modo la (2) si trasforma (indicando con 2° , 2” le derivate di 2 ri- 
| spetto ad u) : 


, 


0) Ele {al it pt Be ee. 


VEE: cri 





Sccondo metodo, Si pone 2 sotto la forma di un polinomio intiero in p del 
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grado zo 6A e prendendo p come variabile indipendente ci si riduce alla di 
dz : de Me 
(10) (4p9°—gp—9) do -—+-(10p°+- ae \ do ——=[(n—1)(n+2)p}-B—-eg]® | 


FUNZIONI DI TERZA SPECIE (n PARI). 


Primo metodo. Si pone 


y=2Ip—_e)o— e) B,x=1,2,3 , B#7 
Ove: 
(11) , ; a= pe + ap"0 La, pP9 +... 


e in tal caso la (2) diventa: 


‘ 7, p'(20 at Ca) TRE 
(12) & gerani =|( — 2)(n + 3)p + B + 3ege 


o. Bi ==152,8 0 dPR 


Secondo metodo. Si pone 2 sotto la forma di un polinomio in p del grado 
1 SIZE 


3 — 2) e prendendo p come variabile indipendente si perviene alla 


2 


d | d | 
(13) UP _9P- 9) 77 +(1piseg nti 0.) Z={1-2%n-+-9p+B+30gk , 


e in quanto ai processi di identificazione tanto per le funzioni di 2* come per- : 
quelle di 3* specie e per il confronto dei due risultati vale DSS qui ille i 
si è detto DRS per le funzioni di 1* specie. | 


3. Trattiamo ora i casi speciali (*). 


GRADO n= 1. I 
Tre funzioni : , 
(I) pel, ao=1,2,3 N 
(II) B'sszoni 


(4) Per ogni grado, poniamo in rilievo le formule risolutive mediante indicazione in FT 
meri romani. 













oe sE. g* 
937 ì 


GRADO n=2. 





- 


eni 

di 

rp 
2 


si} 1 
=p — -B 
Do 


la quale conta per 2 giacchè B deve soddisfare lequazione di 2° grado: 


(o) | Br 


— a n PL n IT 


Le altre tre soluzioni sono di 3* specie : 
(III) y=lV@®—e)@— e) 
(IV) B=— 3eg , %,B,1=1,2,3 , a#+f=#rv. 
GRADO n=3. 


Si ha una funzione di 1° specie: 














O y=p' 
(II) i »; Pelo 
È e sei di 2* specie: 
i: de | 
\ È B 
I = asi Raro eg; , £ 3 
| cu Rat) +3e hl? la ’ ao=1,2, 
BeSIV) B° — 6Be, 4 45, — 159gs = 0. 


GRADO n= 4. 


Abbiamo tre funzioni di 1* specie : 


i MERE to VO TÀ 
Li du i y=P PRE, ui 


NINA B? — 52Bg, + 5609, = 0 
e sei di 3* specie : 

LR PR n, 
y=|p_30%—3} AT 


_B® | 10Be, — 358, _ ae = 





" 


CAPARRA 


GRADO n=dò. 


Le funzioni di Lamè devono essere 11 e la (2) diventa: 


a ad, TA ì 
22 = (80p + By. | 


Funzioni di 1° specie : 





i i HI 2 B , : 
SRI (I) I fs) di iu: de 
I I 
dg che conta (') per 2 giacchè B soddisfa l'equazione : ‘ - 
| 
I (II) | B°— 279,=0. | 
Le altre 9 saranno di 2* specie. po | 
Col primo metodo si pone y=}p = e e la (8) diventa: A 
a=p"+ap+a, I 

mentre la (9) dà: 

i Pi 


rt a. Nos 
D+ag'4PP_ TIP _ (0894 Bee +appa)  a=1,2:8 


la quale se si tien presente che p’p 


"= 12pp” si riduce alla 


p"+ap"+(12p+a,)4p— )—e)=(28p-+B—eu)2"+ap+-4) 
a,B,x=1,2,3 a+B=#7 








E da cui per le note relazioni : i l ROD, 
Si nie cd i più 
n —0- i Voi E. Ca Ely 
3 x 4ea fi = bi ù 


si ha: 





(4) Non espongo i calcoli particolareg 
del Guerritore, ; 
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@ servendoci delle prime formule del secondo e terzo gruppo ci ridurremo ad 


| un’espressione contenente le sole derivate della p. Dopo alcune facili riduzioni 
si trova: 


(OLISIATI 36 a 
pt? (504800) o(atdae,t12 te "i 
SI to! Sine rta 14 
(14) +È Qt3g FAggeata, sl =p"+p (n- ea+7 è) + 


deo 84 7 \ 
tel7 Io +Ba,—esa,|-2 Bas) +(at 0a + Bat, 


da eui con semplici identificazioni si ricava : 

i 

Ì a, = 3ea — 5. 

È I 

È BERTI 15 3 : 
= x —-B at Sd 

i parato Sa 79+3 

E3; 

: Ì 

la quale ultima si semplifica mediante la nota identità (!) : 

A 


della — Yla — Yg= 0 
e diventa: 


da Ebit da 
preti ace a LE 


Avremo quindi la soluzione : 


i B Basel 9 AS: 
: ; " pese BL gg) Sl Dale 
SERI LII pae = È + (3-3 li ai beat gala 7% Vp— ea 


Ù 
”- 





da ja: conta per 9 giacchè B per ogni valore di a, soddisfa ad un’ equa- 
zione di 3° grado che subito determineremo. 


o Uguagliando perciò nell’ espressione (14) i termini noti al 1° e al 2° mem- 
bro, dopo alcune immediate riduzioni si trova la 


4g,ea AAA a, => —- 129, — 24,9, — Ba, + ea0,= 0 - 


rg DA . 








Dì 
È 








4. 
- Wie. 


TI. A SS ARI PR E ore 





.in perfetto accordo ‘colla (III) 


IRAN 


la quale sostituendo alle a, a, i loro valori e facendo uso della sopraserittà — 
identità si semplifica nella RARA et a ET 


(IV) B* — 15B°e, + B(315e°, — 1329) + 216416 + 7569, — 16B0e = 


Col secondo metodo si procede in modo più pilo: 


ar ii it n i re iti net ad 


Si ha: 
y=<p— ea 
ove 
Ad È 
onde la (10) diventa : ; È; TERTtO | PI si 


3 
2(4p° IP_9)T (1 0p°--4e,p +40 a n) re ‘+ap+1) 


e con immediate identificazioni troviamo : 


LI 


La°) 
R 
| 
(0°) 
e 
at 


f 


3 3 
Delio e 7 Bea 
ò, gg tg la a+ zan 


Le 


sicchè : 


CI VOS SE 


5 Sa B? 


1 
pata i to 
— 38% T 3°“ 36 © Tpod 


Ù ;À & 
a da 
Teti sp si 
RI ER I IA pe 


4 *, 


B 
ist k, Tae 39) 


e sostituendo a p° il suo valore mediante la. p’ si ricava dopo semplificazioni: | 1a 


IZ) B 2 do 2 
op +(5 Cas o. St aaa na Besta BE 


LOR va 
di ii dn 


» 
cinta 


» 
n da 1 ”, ri 
TEECMR CIRIE BI E 


Se ora moltiplichiamo l’espressione al 2° membro per 6 (ciò che come si 
è detto è lecito) avremo sostituendo : : 






SOR Bia tig i Lele 
y=| + (56. 74 pig + 78 Vp— éa È 


* 
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\ 
Continuando poi il processo di identificazione perveniamo alla 
B° — 15B°ea + B(315e°, — 1329,) -- 10089, — 1197e%, + 4689,, = 0 


| la quale è identica alla (IV) quando si dimostri : 


10089, — 1197e% 4 468g9,e, = 2169,04 + 7569, — 189%, : È 

| il che si ottiene subito mediante la soprascritta ideutità cui soddisfa eg <Î 
GRADO n= 6. "A 

sè, - | SA 
| La (2) diventa: - | + (aree) 

i : È 
| LI — (42, + By A i 
i du f 


st 


Sé | 


e le funzioni di Lamè devono essere 13. 


FUNZIONI DI 1° SPECIE. 


CE RE. a e 


Primo metodo. La (3) dà : 


i 


A RE arie 


iu. | | ly=p"+ ap"+a,pta, 
e la (4): 


bi i î IAA 
Pep: + ap" + a,p" — 42p(p" + ap" + a,p + a) = B(p" + ap + ap + 0) 


lai 


\@ ‘questa SONA le solite formule può ridursi a contenere tntte o o 


tutte derivate. Abbiamo così le due: 


È 
Ì 
à 
"I 3 1 
36 re — 2899" cavertio )taza,(109°-Sop—9m)t+a(60- 30.) 
$ , 
4 3 2 s_l 2 soia 
— 42.12|10p°— IL IP —42a,| 6p — 50 —42a,p —42pa= 
bs; | 
“i | 
Dir : non Ba, 

ps p — GIP I +Ba,|6p Tg Y,)+-Ba,p+Ba, 
© 0 RAT e” cate da 
DITA, pap do tIsP'4+79PTt7 di s20( 230” + p&aPTt5 Io) 


NDR LY, ZI 








Ri ee ad 
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i 1 " 1 1E , x 
—_ i20/(1 p +54) A20a=-p -|-Ba, p'"--Ba,p-+Ba,. 


Identificando sia dall’una che dall’altra si trovano gli stessi valori per le 


10 5 
“ast a= 19 +33 B 


6 ME S30 36 
“i e 


e quindi si ha: 


10 Apri 5 35 3 
y = prece Ratei rei pg ecs 


Dall’ugnaglianza poi dei termini noti si ricavano le due 
v s 


A 1 x 1 » 
0g, — 120,9; — 3 4, = — 12849, — 3 Bag, + Ba, 





2 
‘126 1 
e Ro 5 d,9g — 9 dog Ba, 


e queste, sostitnendo alle «,,@,,a, i loro valori, si trasformano entrambe nella 


PA 





(II) - Bi — 294BÎg, +- 7776Bg, + 34659?, = 0 
e poichè questa è di 4° grado avremo che nella (I) sono comprese 4 funzioni : sà 
di Lambè, e i e 
Secondo metodo. La (5) dà : 
(Re a LE i i I mal I 
e la (6): 
x 4 1 3 . 3 - . #1 
(40° -9,p—9Gp+21)+(68—5 g.)(3p°+20,p+0)= Br 
=(42p{-BX(p°+0,p°+b,p-1b,). 

Identificando si ottiene : ; Ì vi È n 
FAI 05 1 13 fp 
b=--—-B b=— — —— B° «ti dig gio, ei RE 
22 77 24% 1799 9 = Tag 7% — gonna | 

ee: p du ;=i si cu” ae 








onde si ha: 


1 Tage SD 13 1 l 
star dI pi) du e) e Da pet a - size La pie 3 
RIO A (73) ‘94 1.) 1584 Ie — 7% — 33364 È 
. a 


) 


e mediante le formule del 2° gruppo si ottiene dopo facili semplificazioni : 





1 TORE DINI pi 3 
=—_p'— — ; —— B°— — — ——— B?_L Bai g? 
Y= 1902 — 133 BP +7? SESAT, 33004 1594 PA 70! 


ia quale, se si moltiplicano i termini del secondo membro per 120 si riduce 
alla (I). La 
Dall’uguaglianza poi dei termini noti si ha: 


pi 
— 20,9, — n gb, = BD, 


e in questa sostituendo in luogo delle d,,,,0, i loro valori, si perviene di 
nuovo alla (II). Si sono trovate così 4 funzioni di Lam é; ne mancano ancora 
9 e queste saranno di 3* specie. 


Si trova con entrambi i metodi e in accordo col Guerritore: 


3 
4 





B 3 1 O 

FISSI Va o SA IAT E n 2 ep AZ DU 

(HI) y=| + %»( la n) Ca t99, Black agg P NP_-09)( e) 

la quale conta realmente per 9 glacchè per ogni valore di e,, si ha che la 
B verifica l’eqnazione di 3° grado ; 


(IV) B*+ 21B°e, — B(189e%, + S4g,) | 1584 — 396e44, — 1S81e, —0 
GRADO (e fre 


La (2) diventa: y” 56py = By e le funzioni di La m è devono essere 15. 
FUNZIONI DI PRIMA SPECIE. 


cm 15 45. 252 
Sep epica } 


che conta per 3 giacchè B verifica l'equazione : 


(11) - B® — 196Bg,-| 2288 9,= 0, 
«Mancano quindi ancora 12 integrali, L 





} 














î , e, Pei x pi = 
SARTI EI I o 
ui Mei 
Dil ds 
e à " 


FUNZIONI DI SECONDA SPECIE. 


Primo metodo. ti ti aio i i. cb sta a 





Ù i y= 2p — 0a ù È "a 


e=pNLa,p"+ap+ 4, Ti i p%. Da 
e la (9): FIDI rst 


î Iv ASI, 12 
PULA ATA e 


APPLE stoppate) 


la quale può ridursi facilmente a contenere tutte potenze i; 


3 Pavia: 
36(140p1—28g,p* —-209,p +74 tea, (109 dea) ta (o p at pr 


10, 
a=100,—3B 


PAT RESO MII 
= 1-45! agBetg3B 


1475, 


65025, 
a Spotozaa. gelata fem TANTI 





+ 


rea 


. a | 


cy 











‘a+ d'a 4 d'a 4d= è : 5 
1 9A0 di 
| | no —-dfe=f pani i 
1 * - *0p070% 0Puo%g ; 
e 2 eden "POSSI NE LIS MG IVRI OLIO NACOIEI A VP, I pe 
CSI be 0 Pe HI OI ai Sega 7 
193 885 SORTI O rea DD: 
qa si a “i mp0 eg il ira È I ‘ 
ERI] Prati Ae PILE c9 Torpr' VO i Vga ISPA sa 
E Rpg), si 
i det : Fa s oe 
9 — "9067 i LS 1) & 
Er Ta ce a 0 I 
/ : < | ] 5 CT i , | î 
i n= {rs==5201. #0 0 be | 


i » 
O.I AA i : i 





: peas sp Ip suozendo] EJSIppos go 049 BI IS % Ip aIopea 1uSO Jod guporIS ‘ZI 19d 1818qUO9 dAQP ajenb el 











3198.9846» 7 nes PLS Dai 340 1a ZA i 
LASO pg agli n 99 4099 SI 
La a optato ce D i "i duri Se go ce ; #4 
5 x s i a P L : si i: A Ta ; 
TT to) ep FE | GEO DA T92, —fi a? DSS 
SA co —?a07+ TRE +, [ansa 201 }+ud Pe nd (ITD) 
"SD i EA È Fara: ; TS Con tputub quota on 
i 4 : i ) LAN pa : h PI pi Ù 4 ne ti sa v { 


Pe bilbatacia sì sh; dela ea e 





@ e la (10) dà: 


dai (ip gx p—9)(6p-+20)+(10p°-+-d0«pdde-2 9,)89°+2 p+ = 


=(54p---B —éa(2°+D, Pbptb), 


[dentificando si perviene alle 





bi = gfa 20 
dI- 3 1 1 
bi == CA, ee PP MESTIR 
2 sslt at pa beta 
325 93 vos 
b — (1 È CATA Be?, 
8. ALMA TROSE da IT anta 30s at 
E i, RA 


| 3ags 0 “ — GImT6 


2g te(5 Gg, 40° «tds B—eg)=0. 


Potremo allora scrivere : 


1 be r8 325 
3 z PER bic ata 
y=|v Hg 26 b)» + salt gfe— 5: pp )o malet 


493 LB: FLTDSNIEA 
Tarrra i 9% g32 «308 «toa ea dà lira 


e questa può trasformarsi nella 


sep ROS 1 27 
de ww 4 3 — pal? 47 ia se ini )o- Tosgnet 


RO RE 


295 Ro 1 Is 
— Bet;d_ Be, Re 
T 61776 % ii — 3080” Taass “—G1r76 | i 


o anche moltiplicando per 120 : 


- 


— pot 8 )r E; 


635 1475, A, 4290 pepe 
7 Ipslet tanza PI It te glass 


119 





10 
y=|p"+ (101-33 B)p"4 (- 











X 247 ) 


la quale coincide colla (III) giacchè la relazione : 


635,442 Sg 25, 
— gita — 3I5T gle Gila tg la 


Y È 
«dà come conseguenza la 
4a Gong 0 


br yer determinare poi in questo metodo l'equazione in B basterà sostituire 
nell'ultima delle relazioni fra le b, alle db, , 0,,0, i loro valori; si trova così 
un’equazione equivalente alla (IV) e a tal uopo basta dimostrare che esprimendo 
le d,, d,, 0, mediante le a,,@,,4, V ultima delle relazioni fra le d, si riduce 
all’ultima delle relazioni fra le a, (e così per le altre equazioni). 
Ricordiamo perciò che col primo metodo di integrazione si. era posto : 


e=p"|ap'+ap+ a 


ossia (esprimendo le derivate mediante le potenze e dividendo tutti i termini 
| per 120): 


Ù 


sa 57 gg ur pi (A sa 0) + 320 To SO — pt na Ti 
bo col sucaniio metodo invece: 
e=D 4 b,p+b,pk-d, 
Identificando queste ultime troviamo : 


Me 3 CORSI 1 
"EZZTTRG REVERSE 3130 ® 2400 10g, 


Sostituendo si dimostra facilmente l’asserto. 
GRADO n—=8. 


Le funzioni di La mè devono esser 17 e la (2) diventa: 


AES di te 
Mimfn Sa = (729 + By 


\ 
} 








CVS E 
"O _PIVASIoTA 








v 
E POR PE I 


PR UP e ME O it” 
ANT a } 


PRESTO E E 


ici 
a 1 


Noe 


i 
7 








VARIAVA ao ele 


FUNZIONI DI 1* SPECIE. 


Col secondo metodo si ha che la (5) dà : 





e— pi Sb pb Pep 
e la (6): 
ipa 
(Ap gp—-9)(129"+-6,p +20) +(6p°-3 0) (4p°+-8, p4+-2b,p+-b,)= 


=(72p-B)\p'4-d, p°+b,p°4-b,p-+b)). 


Identificando troviamo : la 


birre o Pr. 
oe Dr 
da — 26% 15600. 


VO st nf 
1144 11% 102960 a 





(15) b, = 


Bi 7 


pa DA SA RIE 
di = Farsico 1 1390 PAT 0040 sa 


1 ì ; 
20,9, + ; gib, + Bb, = 0. 
Di queste espressioni le prime 4 determinano la funzione integrale : 


I si 3 B? eu 2 SE 9 2 a 
esa sta ORNb) (IEZAA e an I Brass 38) LISTER x 
Vo SRNCETTL ab + 1029608 + ra) Pt 

B 7 7 7 
—___,, dpi cane TIZIA 
+ asi 51480 beta) 


la quale quando si esprimano le potenze ao le derivate e si moltiplichino | ii 
tutti i termini del 2° membro per 5040 (in modo cioè da ridurre uguale a 1° 
il coefficiente della più alta derivata) dopo facili riduzioni si tra nella : 


Î, 








a TERE 349 x 





Vi; 7 756 7 pe 2160 
I np - Rn!" man " fila: sn 
(1) y=p 3BP +3 130,), +( 13 "+ 7° Gia TI Si) p+ 


7 119, 546, 240 
. pare TI a TDI 
o 15 fore asgp at batizo di) 


Questo risultato è confermato dal primo metodo di integrazione, 


Si ha in tal caso: 


o | y=p"+a,p"-+a,p"+ap+ a, 


li 


POTAPH+ap"+a,p"—72p(p"+a, p"+a,p"+a,p+a)= 
=B(p"Ha, p"+a,p"+-a,pta,). 
Basta ora in questa sostituire alle pp" , pp" , pp” i loro valori (formule 


del 3° gruppo) e a p° la sua espressione mediante le derivate, e poi identifi- 
care e così si determinano le 


i e ii a 
. 


a, = 8 
È; PA ee; 
3 RA SE: 
î 7 10332 2160 
NOStIe E ap 
ca TE LETRAS TAL, 

7 119 546 
; peiS IR S I ser”, PERI A 0, 
È “ = 10296 — 3860 et pp Bat 139° 
S 2592 144 216 E 
î pi Gals to Ut 091-609, + Baj 0. 
s 


a 


L'equazione cui deve soddisfare B è rappresentata dall’ultima delle (15) o 
: dall’ultima delle (16) quando si sostituiscano ‘alle a o alle d i loro valori. 

i Eseguendo i calcoli si trova tanto per luna come per l’altra la seguente 
| zione di 5° grado: 


mn B—_ 10449, + 48816B%9, + 112320Bg?, — 46656009,9, = 0. 
su La La (I) dà dunque 5 soluzioni e le altre 12 ‘che mancano saranno funzioni 


di gr specie che ora determinereino, 
“VOL, LV. 1 32 








Si ponga : 


7 | x yes el(p— e)p— e) 8,1=1,2,8 8 T Sk 
È e la (11) in tal caso ci dà: ; S ] 
Pr gaep'tap'--apta, | A 
pi mentre la (12) diventa : Ten 











ui 1 
@p-tedop'+a,pp-+a,p9 Ù 
p'+a, p"+a,p"+ 2 2-_-—=(66p+-B+-3ex)( RADI o Api 
(p—es(p—e,) 5) 
b 
ti +arto); 6 
si ia 
E riducibile alla forma : E 3 
è pera 
mer. 1 } 
IE Lap" +a,p" +20) (pa) 36(10p— 39.) +12ap+a,|= : 
‘I —(66p--B-+-3e,)(p" ba / v i ta a,p+-a, sp 
ir è 
Quest'ultima si può esprimere o mediante tutte potenze o tutte ani 
della funzione p. ; MI ‘E 
sE i 2 
di; Nel primo caso troviamo : i fg # 
È a 2 4 DIO) 1 2 9 3 di "Hi 
BE, 36|140p!—289,9°—209,p 1-9", +12 a|10p°_9,p—g;}+a,\6p_-=g}t 0° 
i sas 
4-(8p° —A4pes—4la)(360p?—-189,---12a,a= "(È +p Hi per 





So5: 1 Mn È 
=(66p4-B|+-3ea) 12(10,°- 300=-9;)-+a(0°- 5 gut opta, PES 


e colle solite identificazioni si perviene alle de & Mi 05 
3a, +-30e4-4-2B=0 i d utt dr xi «i 
| Ap 
CUSB Praia 1206,--189,=0 i È 
(17) “Prigi 


a(159,— 480) +-a(—Te,—B) )-060,-+-189,5-+ 12694, + 129.20 


ag B+3g9,ea—249,)-+a(—g,—8@)+a,(—2B— 624)-+18 GA dA 





x A mi A i SALE 
Pe ea rl Liegi Pegi ARA 





Nel secondo caso» |. 


DTA du 

Da, oa un mi IV RETE: 199 + 

2(p" 3 FAI va a 
HE rta prio +5? +30) 4 dA, È 

È. 120,4, 3602 H-4P(180a0, 0a, 124, a) 4+-A189C aC a,) i « ; 5 

- 


, 132 


11 2376 98 
agri p"-|-669,p 8 ST a ir a RS 


33 il 
10 apr eeS ‘ag 4+ > a,I, 4 


SI 


#- JU 


, 11 IV ha 
È. 1114, pt 491-664, p+-(B-+-30a)(2 ta, p +4, pP+-4) 


P, 


e identificando e riducendo si hanno le 


pi AR SLIBRELA STORIA AR SI DOTI i 


— 3a,+300,+2B=0 


i a(3B+330a)+-(264,--720@,—189,=0 


i (18). ù | 
I (129, 48€ +@(—T04—B)—664,4-729,—144eg,==0 
; a(—1809;—24629,)--a,(—299,—24€)-+-a(—6B—18e3)+ 
È 729°, 864g,ta— 288€ ag, 0. 
. Bisognerà dimostrare She 102 sistemi (17) e (18) in cui si considerino come 
| incognite le @,, 4,4, SONO equivalenti. Si chiamino perciò A,,,,A3;A, la pri- 
: ma, seconda, terza, quarta equazione!delle (17). e Lio bo, tt, le corrispondenti 
_ «lelle (18) ed allora si vede facilmeute : 
È 
i p,=A 

Va = à, 


4 ft, = à, “i 99,À, 
INERZIA AGG 
Dopo di ciò si ricava : 


2 1 | 
y=|2"+ (1063 B)p"+ T3(09,-1952+-2602B-+-B9)p+ | ; 





| 1 0 B--15e, 
Im) È si oi B-}11ea 26 3600.— 9, m—_er pe) 
"a E align 100,  —Ten B _369,—-72699, | a 








DI boe) vet To E e lia ig N e pan e A vi 





RT AI eli dea i 
pe A MIRI IERI ROIO 


DE to 280 D i S 28 Da s wi 





la quale comprende 12 soluzioni giacchè per ogni valore di e, la costante B 
verifica equazione di 4° grado che sì ha dalle (p.) per eliminazione delle @,, 


dg , U4,: ia pra ‘i 
1 0 AE | 15e,--B AI 

B-+1le, 26 0 360€—94, ti 

(IV) pS Le po 
—dge-100 0 Mia —Il_ 369; #2éu@, 


—609,-—8ea9, —299,— 240 —B—3eg 369°,—4329,0a1— 144029, 
GRADO n=9. 


La equazione di Lambè in tal caso è: 


d°y 3 
Li (90p + B)y 


e le soluzioni risolventi dovranno essere 19. SPARA 
Per le funzioni di 1° specie e facendo uso del primo metodo la (3) dà: 


y=p"+ a,p'+ a,p + ap" : 











e la (4): 


pi+a, p"+a,p'+a,p"—90p(p"4-a,p'H-a,p""+a,p)=B(p"-+a, p'+ap+a,p9) 


la quale, mediante le formule del 3° gruppo può seriversi: Sa 





ni pelo poggi Ab a 

puta, p"H-a, p'H4-a,p"—p*—2529, p —5400g,p" —15129",p —57 a,p''— È 
3100 SO d (160 RESI 

—135a,9,p"'— 7° IP —Zap —biayggp 3 api Rete: 
=B(p"+a,p'+a,p""+a,p'). OL Lar 
Identificando si ricavano le a, ,@,,4, e quindi: | ca. 238 DE: 


< x 


(AS de STE is 
11844 10800 Je 







dal 1A a 
A < 0: Ù 
? a : 
n 


Li 
CRA 


_X258X 













_ mentre B soddisfa Pequazione : 


N 


i 8100 ; : 
— 15129, — ag, — 540,9, = Bd, 





fe 
cioè sostituendo alle a i loro valori e riducendo : 
feci: B' — 774B?g, + 21600Bg, + 417699, = 0. 


| Si presenta interessante in tal caso anche l'applicazione del 2° metodo. 
Essendo » dispari dovremo porre : 


y == pè - 


sOVe : 
Lo =p + 0,b° + bop +0, 


— sicchè la (7) diventa: 











— (4p°—g9,p—9;(6p+-20,)4-3 (0 3 ge) +2b pb) 


=(T8p+BXp°4-D,p°-+-b,p+-4y) 


Identificando si trova: 


SR | bestia È 


aio + 3040 


I i 
1 7 17680. — 13% — 159120 


3 


tune 
— 20,9, — GIL = Bb, 
__Quest’ultima relazione con sostituzioni e facili riduzioni diventa : 


B' — 774B°g, + 21600Bg, + 417699°, = 0 


n ì bibi a . N 
Pata e dall RA pi i fe Deh 





AE x Aia Sena Cd: 
Lo Ar % a D. 


“ î } ù | i "n 3 È X 254 / "i LD i $ È i 4 | Ù ù 2° n wi Ro e 

























î cioè riconferma la (II) mentre i valori di d,, bb, ci danno la soluzione : ‘n y 
— 5 Be? Mi 
A vp Bed dc 10 par v+r o de-13 000 rin A 
a Ma si trova facilmente: dra " si 
AG / 1 11 : | "Sr van 

P de. PP 39? n a : 
È 190 I ui 
9 LEA; — VII ee” III Are: 7 /, È i Ad 
Da PI = viso! Tiger Tag al | 

Bi: 

18 onde sostituendo e riducendo : Pa 
ba ) i I 
di Lai 1 gt i È 
î v — VI SE sa Roe TATA - 
‘9 17 20160? +( 12240 3) È (25 ito!) pi Lf 
A , 1 47 15 E; 
ad E OI NIRO ale et eZ Sa | er 
È +( 159120 17680 9 — tuali f 
Ri dà 
ti: la quale come soluzione integrale si accorda colla (I) in quantochè ne diffe Do 
D risce dal fattor rumerico 20160, come può verificarsi. Ò: # 
i Abbiamo ancora da ricercare 15 soluzioni e queste saranno di 2* specie. f. 
fi: ds elp—ta Mas p" + ap" no) a, p'' fi UP 200 U, in 
Ni: e la (9) diventa: Mob: i ci ZARA N 


p" ba, p"a, p"+a,p" +2 pa, pp+a,pp"+a,p"° 
1 


Ù i : Pla | P È 
su —(88p+-B—e,)( pie D"ta, v+apta) Bi: >, 


ed espressa tutta mediante potenze : 


È i 30 1 i ; 11 n) È % x di ‘x 
15120(24p°-G9,— TIPI) DI 


i 1 i 3 ste. 
|-860,( 40p°—289,p°—20g, DIG d1)t12a] 10p=, 0-4) Ga 


+ 





x ù ALI fra dia RANE TON) vi : 
PI e II IL A SIA e VO e 





dee 
fe a cn 
DE. A 


te” Pa 


(255 X 









A L 
«0 / 
* 





1 3 14 | 
daon- 20) (tane [ros —Far_s)t 
1 i 
+-560,( 10, 9 q.)+-120,p +a|= 


r, Tee 
=(88p+B—e") [50(110p°-280.p°-200,p-+; sit 


3 
+12a (10 agg da ta, (0° — ga tapta | 
e nell’identificare tenendo presente la 
È ; 


na 


la 


—_ 4eta ri Is 


avremo dopo riduzioni : 


Me 


170,-+21B—357e,=0 
a oe )—3a,+672e,—2529,=0 


(19) a, (249,12404 a)+a,(—B+9ea)—-134,+-168Bg,—7209,--1512e9,=0 
a,(189,B-4 3369,—906,9,) 4a (1491480) )H+-a,(-B+-5ea)—884,4-7209,B— 


— 3600249, —8064e2,9,+-42489°,=0 | 
04 è 1440 Pr It 24Bg— 249, pa (—24g9,+-9,B— 9,0) 4+-a Sea 3g)t- 
+a,(2e a _—2B)+-61929,9,— 5760e°g,—18Bg*,--18e49%,=0. 
Tali espressioni (19) si controllano facilmente DIA l’uso del secondo 


| metodo. È 
In tal caso: 


al 


yv=bp—e, |< e=p+ bp + bp dp +d, 


e la (10) dà: 


tie (88p + B — @a)( pid, pH b,p°-+b,p4- b,) 





fitta 5 tà Ù P ’ A n - 1 gt 200) 
Cel DEC SR | - "15 : x " , PAR ELIA 
i Mt ADATTO I PINETA YA) EST E LE a è AM ia a A 


e quindi le CERTA A E STE 
—2 RADI Toi RESO È Me 
b(— B4-136) — 600, <|- 1624 —.189, 0. Gn ACE 


(20) b (246, — 21g,):-| d(— 2B' 186) --:1560, — 249) = 00 





b(— 69) + d(8efa — 5g,) + b,(— B + 5ea) — 880, = 0 


b(— 493) + d(8ea -- 3g) +-0(—2B+ 20) =0;, CREDE 23 i 

Ma col primo metodo si era posto: — 3 
2=p"+a,p"+a,p"+a,p+a, perio 
ossia esprimendo le derivate o le potenze e dividendo tatti sE termini 
per Rea ID040E: 0 Hat: | ha È E 


1 i” 
i 2 i, 
i so UP +e Lg 50)» + po 3 7980198 20)? t 


1 1 SEA o 
I ZELZZA ton $°. 
+ 56092 120 I 10080 Foa 


e questa confrontata colla 


EPA A Ep 


dà luogo alle 





ot line pc Se più 
Duo a 840°. 5% »77 5040087 280 00 genii 


’ 


prete RD LP IE 
i 560%? 420 “9 7 1008092° T 5040 © 


e tali valori sostituiti nelle (20) riproducono di nuovo le espressioni (19 


Risolvendo queste ultime troviamo i valori dei coefficienti 4,343 4g 
quindi resta determinata la funzione : Ù 


y=(p"+ ap" + ap +a,p+ a) p— è Sr 


ina 





"L94019 A0761- 007907 ‘q_to ‘‘be—os ‘0o'b—g'64+6rg— ‘obra — bart anri—* 072 > 
“D9TFT4-6"28897-—"ba0ogT—A"077 | FT "oc t+a— ?.981-}"671 “Ban6— "0988-4081 : i, 
“baroe—bora—b99e 0 (1) fo rota 2076-4053 | = 0 (AI) 
‘Brava 0 0 SS A—"0E1 
AIT6TI. 0 0 Oni LI 


: 0peis ,G Ip euorzenba,;j®p 90IPpeI ties q 2I1quIwI , 
li 


‘98var—b"a7908+"09o009e+a"00z1— ‘’ostg— ‘ "0854071 ‘6°2a06—b9ge+-A°681 


°° Pagret+"b0g1+"a891— -si—- Pata ?>_0073+b%% RR “ 
3 ! (E8)(EITHEDLI ay De: 
ragLlg— "Peg 0 ea T_-?2€1 I x x 
TIE—?2,98 0 0 a 


bPagtett-"bogL+0gs91t— —’astat  ?00%3+°653 


» agLg— baz e i T—-"81 sa — 
AIE "9,9 VE ni 
: | LI ‘ 
R (IL + a°o01g — ‘588FI — 09089) el “» A D PIT 
I GLAZI i sE 


x 





N 
i : È à { A v Ù . e, A 
rn ct dun ibuedl vei L TV TE TEO n TIE Me TE, (I 

















“GRADO n=10, i "SRI 

le soluzioni devono essere 21. 

ù d°y A i RE 
9 = (110p + B)y. 3; “DL 
FUNZIONI DI 1* SPECIE. "Ae 
o | A 
A I AR a i 5 "alt: Ba 
(21) pX de Albi i no '-110p(pvnba puba, p'+a,p"+a pa, i 
B(prmtta, pito tal baag) ) 
; la quale espressa tutta mediante derivate ig | e B 
p3 +, pv La, pt-a,p4-a,p"—px —-3969, pv! —118809,piv— 55449, p''— 6 x 
—216009,9;p—720g3—129609°—- © D'OI_231a,9,piY_33000,g,p"— SS 
DI 
SORA 55 3960 22057 VS AO 
—523a,g,p—T924,9,9, — NI a,p\i—1 Si e ra Ag, He: 
11 BENE ang POOR x 
ra A, pv—444,9, pr 68a gra a, P rs a,g,g 7110pa,= 1A 
=B(pvin}a, priH-a, pv+-a pa, p+a,). 

Ilentificando si perviene alle A ; SI 
194,--36B—=0 | è Mu 
21Ba,-} 34a,|+-83169,=0 fe 
4624,9,4+-2Ba,-+-9a,--237609,=0 sato 
99004,9,--330a,9,+-3Ba,+-52a,+-196329",=0 À 
36960,9,+-39604,9,+-3084,g,-+-TBa +11 00+:1512009,9,—0 di n. 


di: 3204009533004 03-27 1000 SODI HA 1 30240g8 











XU 209 X 


e ad un sistema di equazioni equivalenti ma più complesse nella forma si 
| arriva nel solito modo quando si esprima la (21) mediante potenze della p. 
SRRPIA ZIO quindi la funzione : 


36 378 4158 > 34 8972 
| yapru3tn, VEL (A toto a 188 uf B3- 148972, Bg, — 26409, a+ 


323 17 323° 335 
Dr +a,pt-a, 
ove: 
fis: RAT) sa 0 — 36B 
n PRESTI s4 0 — 83169, 
ii “7 19.34.9.52 3 | 
È 4629, 2B 9 — 237609, 
A 99009, 3309, : 3B —166329?, 
; Rota 190 0 ‘0 (SACE 
i 21B de) 0, —83169, 
i susa! a 
È l5719.34.9.52.770/4629, 2B 9 O —237609, 
È 99009, 3304, 3B * 52. —166329, 
i, |369698 39609, 3089, TB 15120099, 


la quale conta per 6 giacchè B deve verificare l'equazione di 6° grado : 





di 19 0 - 0 0 0-*B 

Dr 0 0 0: 2319, 

Si (pe /A 

a 4629, B dI me 0007) 0. 

eg) E 

NÉ 99009, 1659, - 3B 52 0 4629, 

Di 369692, 19809, 3089, 7B ‘55 420099, 

ki 3326499, - 6609°, | 27729, 3859, 3B  840g98,|-15120g%, 

I È FUNZIONI DI 3° SPECIE. 

3 to: Poniamo : 

v=dp—eop—_e) 


suore. 





a 


STAI 
SV IATA 
Und 


e ra iano: 








(260 )( 
ove : dp: ) 
az=p\la,pD + a,p'-+a,p+ a, 
e la (12) dà 


@ptedp'prrta, pp'+a,p'p pap") _ LaaA 
(p—e)(p_ex) 3 


Ai 
=(104p+-B+-8ea( PYILa, pta,p' tapte) i 


pronta, pu+-a, pi tagp' + 





ossia : 
VIII VI & IV " | dp Ta SI 
punta, puita, pYYa, p'+4(p—ea)(2p-+ea)| 720|28p eg La "n Re da 


Ai . 
+360(10,°-; g:)-+-120,p-+-a,|=104pp%1-+1040 pp!"+1080,pp"+ 


-+104a,p°104a,p+(B+3a)(pY+a,ptY+a,p"+a,p+a,) 


e se questa la esprimiamo tutta mediante derivate e poi identifichiamo  perve: 
niamo alle 


19a,-+399e,+-21B=0 I ì = 
a,(5B+4-75ea) +17a5-+849,-+-3360e=0 Ia 
(22) a(329,-+240€,)-+a(11e2-+-B)4-15a,4+13440,9,— 7209,=0 | 
a(43209-+-50409,04)+-a,(952,-}-16802,)-}-a,(2450,--35B)-{-36400,+ 
11411206 g,-}-3024000,9,— 6249690 
a (40g*,—5040029;—1680e,9,)-a,(—18489,—-140029,)-+-a,(—1400%—2809)+ È 
a 1950368) +381060,9- 194801 gi LR ; 


Se invece l’equazione di partenza si esprime mediante potenze si rica- 9 
vano le A se 


19a,+-399e,+21B=0 

a(5B-L756,)|-17a,4+-849,-+33608,—0 5 
a(24064—1209,)+a,(11e2--B)+-150,—1848g,e4—168Bg,—-7209,==0 o È 
a(1269,02+-5289,-+18Bg,)+a,(349,—48e2) +a,(—Te,—B) 10409, 


-+-20889?,-+-50409,0,--8064e2 000 | 


Fast 
“Viti. di 


5. Di 


a,(189°,144e°a9,+-24B9;+-T290a)+a.( —249;-+-9.B+- 3,0) + SI PR SE 
-+a,(—9,—-8ea)+4,( (—2B—6ea) )4AT924:g,A-57606,9, —18Bg* Gig Si 7 





2% 





"6°_208709—b'angro—"bhegesg “drag ‘*ligo—rasg— ‘*baort—"68x8T— ‘6° vogot— "2200 e— "807 


“bag80—0°2008001-+-"4 207017 81 TL+-"067 2089145796 Pa boroc+- "boat i 
‘= "bora — b"2871 0 6 A+ "211 d "00784 "ba£ | 
PA0STIH- 886 © .. 0 1) 3 LI | Sei Paste I 

TL+P9AE81 0 SO 0 SIR 


: Opea3 ,G Ip euorzenbaq ersippos € QUP9ELI ‘IeaSo ui GI ISnjout ouos fi QuoIrssaIdso 0]e9g ur 9° RS i 


\ 


-l-b96779+*b°200rz0e—-" Poz IIRI—  gqeet ere 2089140706 ?a°5oroc+"b0zg% 








“hozt 14-*bareIt CI I+?211 2 a0pa-4-"0ze RESSE: | v ' : 
Pod ) % : pd, 
v € esere ser Ù 5 
20988— ‘578 — 0 SLI . Parts ui I Sa 
Esc dla IS) 0 Are | fo 
“bogrtearei— III "390+3+-'63g i | sà . 
20988 —Br8— Ae) gg PET ‘® (11) | Va 
a IIZ—"2668 — no, cao? 
SIA PE i nr: : AO 
Ca_a—d){'v4-aw+,a{ a EE Lg» » oli di Da, VE I i si 
il “i ta d cor" = * 2201 + Ad Uso Cd e -+ 144 st s 4 . ‘ 4 
\ ’ , CE tal i 


è 
. 


a 9]ti82201 QUOIZUNF V| pub OTARIQOQN _ 
‘(77) euoIsIs  ]e Iquo[rambo OUBIMSsH 109]e9 1etd wasa, gu qu] uoo: ogsonb 


iii ia i PIT EVA = ira i dae i are à Letta sii: i 





ì GRADO n=-11. 
e “ 
ur Si dovranno trovare 25 funzioni di Lamè:, Ù 
| | y = pE ARIA ci ap + ap" ab, ap 


e la (4) diventa: osti IR Di 


por+a,p3+a,pViiH4-a,pY +a,p"—132p(p15-|-a pY+-a,pY Lap p (= : 





=B(p154-a pvit-apr tap” +ap) si s 

Di e questa ridotta in elementi semplici in modo da cContonare soltanto der valdo sE 
‘7900 diventa : i - ELE RR 
vita, pXH-a,pYHH-a,pY Lap" ‘1820304 ogpYr i 1809,p* +16 

9720 esi ta È 84, TOTO E i 

i, PE 14n- 1924] pabt 3 ga” +-609p"- a PL e 


1 3.0, OO CI, tor e A ZON 1 
a 1320,( +00 stor gs — 19200" +39 Je a 


=B(px-|-a pvirt-@ pr -—La,p'"+a,p'") 


da cui,  soiliti processi di identificazione si perviene alle 







i - 


Ta, +15B=0 





14Ba,--19a,-{-33169,=20 











18489,0,-+-5a,B-+17a,-+-1188009,=0 SCA TA 
79209, CIAO ,|-Bay,+-104,+-166329,= 
776169%,4 STORE a,+-27729,0 a,+-85Ba, 41082400990 

e a relazioni equivalenti si perviene se si ius equazione di. Ù 


contenere potenze di p. 
Abbiamo quindi la funzione : 


15 30,p 8316 
vpo1? pp P+(F AT L 
150, , 116820_ 118800 
i ro er, Ds 









ove : 


7 0 0 —15B 
| PRIA Oa 0 —83169, 
I S SOTIITIO 18489, 5B .-. 17 —118800g9, E; 
79209, . 1989, B —166329?, di 
mentre B deve verificare l'equazione di 5° grado ! ù À 
I 0 (ERA 0 BE | "RI 
VEE AE 0 0° 27729, I è 
i (Li) > |18489,. . 5B La 0 396009, |=0. | 
SÒ 79209, 1989, B Gili soddgi e ov 
776169, 594009, 27729, TB 136030099, a 
Abbiamo così 5 funzioni di 1* specie e quindi saranno in numero di 18 le i “H 


# 


FUNZIONI DI 2* SPECIE. : 


y=2}p — e, i e=p\iuitLa, pia pYH4-a,p"--apt+a, - 


e la (9) diventa: 


iaia ad 


x VII Vv HI_|o Pola 
pu PULa,p'pap"-+a,p"+ Portage raga 


=-(130p-+4B —eu) (pda, p"4+a,p"-—-a,p"+a,p+-4,) 


RANA, 
vega 


ed espressa in potenze : 


DES nd SII I I e O 
Des x 


FÀ nf li 


198 198 981 1 
305100 (132, ra DI dea ETÀ (18, Ly gp +È 7I5 un 








ee. 
, > 
- 


30 
RITA gota 204) * 


| 2 +-360,(140p1—28g, pè —204,410)+12a.(1 Lara) +a(t-to,)+ 
] 





% | I e 60 1 
i | +e 2) 5120( 120180 Tap +02) a 
+ 7200,|(28p°——g,p—g, Roia, 10p°—34 DI = 


50 
aio A aftorzo(eu — Gy, p° e R/4 pt 94? 204) + 


70 


Dr N 


7. E (110 COA —2060+7s fra (19v duna) ta (or calante | 












a di X 364) 

it. Identificando e facendo uso della Ia _ ded — Y, Si perviene alle : 2 

Ct ‘a È. Sig 
‘fi Ta,—252e,-+12B=0 A 
0 a(—21B+-3570,) —384,+-302406,2—128529,=0 e. ; 
es asp a(10089,-+-67206-|-a(1300,—10B)—514,4-7560Bg,—540009,—98230e29,=0 
RE: a(1689,B-}-43209,--15129,,)+-0,(1509,-{-240e°)-+-a,(90,—B)—2040,+ 
È: (23) -|-982804,"—97200e,9,—181440029,-+-10800Bg,==0 

a,(33709,—3600049,—806409,-+-720Bg,)4-a(840g9,— 909,04-+-189,B)+- 

e -—a,(359,+-480,)+-a,(5eg—B)— 1304,-+-5594409,9,---151209ea— 518400029 


— 30249*B=0 





a;(61929,9,—-5760059,—18Bg?-|-18049) (549 —1446.84,4+-24Bg,— 24009) 


+a,—2493+-Bg,—eg,)+a(—3g,--802)+a,(—2B+-20)21 
— 90729} 24192029, —4752Bg,9,--4752029,9,-+-2592009,=0 


espresssioni che si controilano facilmente col secondo metodo. In tal caso: 





y=p—ca ’ e=p°4-b,p'+-b,p°4-b,p°+b, pHb, Seo Si 
< 


SUA Paget 
(n GPT %) (200-4-128 iP 6b,p+ 2) Hi dio prada—50.)(5+ "AR 
+-40,p9+-3b,p?+2, p+0,)=(19%+8-e|(v +, 4040, +0,p4d) 


Cor, 


e identificando: | È ev: | ; 
42D,--216,4+B=0 1 VITO e 
| b(B4e,—2B)—152,-+-406,?— 559,=0 ban 
(24) b(166*—18g,)-+h,(130,—B)—1028,—209,=0 - | fr È 
245,9,+,(219,—240,2)+-b,(2B—180,)-}-2408,=0 ' È 
69,0,--b,(59,-4-8e2)+b (E—5e)-k1300,= Da i 


4b,g,+-b,(39,—80.2)+b,(2B—2ea)=0: 











(265 )( 






Ora si osservi che col primo metodo si era posto: 
e=p'iiLa, pi ta, p" +a,p"-a, p+a, 


ossia esprimendo in potenze e dvidcnasi tutto per 15120.24 si ha dopo ri- 
duzioni : 


LAT Mn pae ott A 


Erra 1 roiora 
«=P'+7g1P + at 10)? “(Fa % A Sr so) E 


i 1 ant 1 rad 
i Zi A Tr pnt et 


di È 


EE ETC 
362880% — 7257609" 302409" n I 1 TRAI 


n we IT mi È 


«e col secondo metodo : 


e e=p°4-b,p'K-b,p°+b, db, ptd,. 


È Ne viene: 
| b=79% 

DE gog4 4° 
BL 


1 ca È e 
60480? 360° ‘Tags 2 
È aa 1 1 
SAS 
E. 362880 — 201605" ° — al vio 
I. 


1 1 1 
D:=370880% TTI 302409" aan at: 


e basta allora sostituire tali valori nelle (24) perchè si ritrovino di nuovo le (25). 
— Troviamo quindi la soluzione : 


6426 


È KS (LI) y=|p70+ (60 2n)prt(1194,7-1 "so B'|3oB°— x61e)p Vf 


+4, p "apt al i Da 


34 





"51084", Po0OFgTet ; : i: ì ci 5 
Par orrore= rog cnr ee srt Fo6- ‘Bor ‘ros he: 21908 — Poor, foLse| 
Premi SE La oa Ù f SII 10 sca È E 
SPA POOELE= tr: PORAR6T CRI Cani PS moore E Edi Ocer+A1 891logroz: re” 88 15 2° 
RR INI TOT—- "0081. i »00z19-Es001| | 


agI—"eg9e- 0 | di OS si sl 


“0100801, >2079181+*P"000726-+2 Boscso— A_-"26 Poort-bost ?o'barer—bocgt+-a°i891 


"DPa0gc86-+"b0007e-+"b10981— Ta. LOT "90£I ‘P@OORLIAB00T Sl ZONE 
| *Bgesertorzoe= | 0 get Parag+a1z— L 


ACT "9998 IRE na sa L 
"i 


“Boogis—bo0evx—brogg —’oco—Qe -°2096-+-9771I 
* “OTLOT_-"20887 ci 60 RION 


WA Lo! 0 ag: 











Eboosoec+b"bPazarr+Bbagosr—: <‘bag6Ira+0zL06-=JI 
q-brzoe—"b200r81e—"2: b0g19T1+-"b"b0776ee. —M 


*600s01+"62073181— “09200716—:"b08886 = | si 


A 


“braggzge— 0007 —ba09e5 =D 


“Baeszi—:207308 —Q 


‘ \ 
agI+"9303—=V 
E ES o SA i À | :9A0p 

Rasa I ag+A8— L08948 Ba—bx+"6g— cova bra +40, Dappi—6r0 “P2914- BA 81%: Pagg1a—"B"6a619) 
(ERRATA ca li asp+-"beg — a°5g1-+-"a"506—"5078 ‘ana 001008 Dongo, "Borse | 
a USL Sd 1" 0, ; Pooret oct "ibarer—'60rer+-a1°b891 
Di 0 MISO LO i o A At IO Te 008 | 201L9+*68001 se 
1 0 lt dr ; arti SE 60%, Pancetta 
w ; i Ù 


0 0 | RAT NARRATA A 


n "i 
i 
tm” 14 


















x 268 x 


GRADO. = 19; 


Soluzioni in numero di 25 


che (5) e (6) danno rispettivamente 


Y=P'4-b,p°+-bp'+b, 4, p°+b;p+D; 
















‘LR Mi SERA 
È du 
<a ki 
Si ricava poi identificando : ; i 
460,-+-B=0 SR A 
Bb,+-84b,-+339,=0 E Cd 
459,0 ,--2Bb,+-2288,+-609,—0 î dr 
209,b,--149,b,-+-Bb,+136,=0 E né 
> 24g,b,-+-15g,b,+-2Bb,|-3008,=0 2 Sr 
69:b,1-39b,+-Bb,+1560,—-0 i anfa; 
4g.b,+-g,b,+-2Bb,=0. * DI 
Si può quindi considerare come funzione integrale la: - 
ti) et (AA 
ove: | di 
46 0:30 ù 
46 0 —B + SRI 
1 i pb 84 0 5085 
b=---——-|B 84 —339|, beta ue: 
? 46.84,228 p VAC 46.84.228.136 459, 2B 998 
459, 2B —609, sg 
B 


209, 












1 È \ 


“© EZACOVII Nim 1408, 25 da ci — 609, 
, A@gRA ST dg RI 136 0 
0 249, 159. 2B 0 
46 0 0 0 0 Spe 
È B 84 0 0 0 Cig 
1 ss i 459, 2B 228 A 0 — 609, 
b " 46.84.228.136,300,156 209, l4g, | B' ea 0 
i | 0 DAG fer 2B 57 200 0 
lo 0 69, 34, B 0 


e ici Poe: 


_ e la funzione comprende 


7 integrali giacchè B soddisfa l equazione di 7° 
I grado : La È 














46.0 (ERE A ed O B 


B Rai 0 0 uri, 339, 

459, 2B RAZOR i 0 0 609, 
(1 giano Tdgi B Iseo Ugcanioti eli L= 
6 {o Dod agi. SB LS 3000110 0 

0 da, ARRE Ra 18600 CÒ 

0, 0 Or 4g; q, ABI 001 


- Restano così ancora a trovarsi 18 funzioni di Lamé che saranno di 5° 
| specie, dà i 


| u=z/p—e)p—e) — e=p+b,p'+b,p°+b,p°+b,p+b, 


Bi 


‘e la (13) dà: 
(LARE E ASSENTE Da! 


n i ‘ “ n î ’ i 
=— p_-g:)(200°-+120 iP+-65, p+2,) +14 Pedeg > 9:(sr+ 







rit 
% 


DE HAMp°180,420,p-+b,) (1509-414500) (+0, p+0+0,p*+1,p-+) 
SCR A : 


ea <a 









e quindi si hanno le: 






460,|-236,-+-B=0 


)(2B-+-38e4)-+-1680,|-459,-|-40e2==0 se 





- x A fi 
, # 


b,(166,°-4-149,)-+-0,(B-+156,) +1148,-+-209,=0 © 






249 b-+(24e,*+159,)0,4+-(2B-+-22e,)b,-+-2720,=0 






" 6b,g-+-b,Be2+-39.)-+0(B+7e)-|-1500,=0 | 














4gb,4-b,(g9,+-804)+(2B-+60,)=0 


e come funzione integrale : 


am g=|p+(-ga—7i)p “(4 Dogi 








= "A 

















& i va: 
È iBtr so 
£ 38] essendo : i i 
46 0 
1 Si f : fc aa 3 nat 
SS RR BOSA 168 —45g,—400 
AAUTET TESTI fon 1099740 
È 166,°-+14g, iu. B+16 —20gg i 
da & c - è : : CRE Tag 


46 





1 | 2B+38e, 168. 0 


V 






* 46.168.114.272 | 166,24149, B415, 114 








24g; 24e-+159, 2B+22e4 






46 0 






2B4+-880, 168. 0. 0 
"RL: ; i n e. 
bs: AGTOS1 14272 150] <l4g, B+150g SIA 0 00 







> |249, Med +-159, 294-220, 972. 


lo LI EIA 69 i Se, °4-89, Hi i 








i ” x . » x fi i - tar 4 f 
bia (III) rappresenta 18 soluzioni inquantochè B deve Tartiatre equazione 
i 6° (E ; ‘Sgr i STÀ i 


0 Far d 23e,--B 


\entase, 168 rn 459,406, 


160, age Rp156, PIRENEI de 00g, 
2400-4159, 2R4.29e, 272 
6g 8e2+39, B+Te, 
(Labate 8A G+-8l% 


e se si Faole l’espressione degli integrali mediante le potenze della D, basta 
far uso delle formule del secondo BTUDDO, 








È. sue E dii E AES x 


SUR UN PROBLÈME DE M. LUSIN 


PAR 





L) 


Fi WACLAW SIERPINSKI (à Léopol.) 





M. N. Lusin a posé le problème suivant (qui m’a communiqué ovale- 
ment): Eristil dans tout ensemble parfait linéaire deux points dont la distance 
est rationnelle ? ; | 

Il est aisé à Aémontrer que c'est tonjours ainsi pour nn ensemble de me- 
sure (L) positive (ce qu’a observé M. Lusin lui-méme). a 
: Soit, en effet, P un ensemble (patfait ou non) de mesure positive 4; nous 
pouvons admettre que P est borné (autrement on pourrait considérer une por- N 
tion de P_à mesure positive). Sunposons qu'il n°y a pas de points deci | 
entre lesquels la distance serait rationnelle. Désignons par P, (n =1,2, BR, 


E EZIO DREANTA CE 


nati DO AT sg de PIE 


1 : ie) 
l’ensemble obtenu par une translation de P d’une longueur de î (en direction — 


7 


positive). Admettons que les ensembles P,, et P, (m # n) ont un point com- 


N nu 
mun x. Il s9'ensuit de la définition des ensembles P, que © o ba seront 


points de P: or la distance de ces points est rationnelle, contrairement è Phy- 
Di pothèse. Nous avons donc démontré que les ensembles P,(n= 1 pid aa ne) sont | 
) sans points communs deux à deux, La mesure de l’ensemble S=P+-P+P ul 
est done somme de mesures des ensembles P,,P,,P,,..., done elle est in- ti 
finie, puisque chacun des ensembles P,, comme superposable avec P, a la 


Di 
* 


; 
inesure = p> 0, Mais ga implique une contradiction, puisque l'ensemble $ est si 
évidemment borné. Nous avons done démontré l’existence dans tout ensemble | 
P_de mesure positive de points dont la distance est rationnelle. ©. 
Nous allons maintenant à donner un exemple d’un ensemble parfait li- 
néaire tel que la distance entre tous deux de ses points est irrationnelle. ia: : 


Désignons par P Jensemble de tous les points 


(e.©) 
vi WI 6, 
Sa y2 102! 


nael 





cin=1,2,...) étant des chiffres Aécimaux différents de 0. Ale. urca 








X 273 )( 


Démontrons que l'ensemble P est parfait. Il suffira évidemment de démon - 


o trer que l’ensemble Q de tous les nombres 
| 
i= Wa 100! 
n=] 


(où e, sont des chiffres decimaux + 0) est parfait. Démontrons que l ensem- 
ble Q est fermé. Soit done a un point d’accumulation de l'ensemble Q et 


(1) a=0,0,04,0,, 


CC " 


son devéloppement en fraction décimale normale (c’est à dire telle q’une infi- 
. nité de chiffres est < 9). Je dis que 


Uni > 0 pesati 2 ove) 
et que pour tout indice & autre que 11,21,31!,...: 
az 0, 

Soit, en effet, m un indice donné. Désignons par g un indice > m et tel que 
da A,<9, et par k le plus petit entier satisfaisant à l’inégatité XK! =g: nous 
_ aurons done 
(2) k=q 


Let (£ —1)!<g, donc 


ra H—1!<q—-1, 







Da Li 7 
eb (kK+ DI — 1>Ek! (puisque évidemment % > 1). Le point « étant point d’ac- 
fo” de l'ensemble Q, il existe dans cet ensemble un point 


1) TA ISEE 
i SEE 





o) — qa <a Ri ES TURI è 





| vai (4) On pourrait demontrer que tous ces nombres sont transcendants (Liouville). 
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d Y IN o “ iu 
8, nous ; trouvons 3 





D'après «,<9, c'est è dire al 





A 














a 3 a VOS ing "A 
:0 <a La ai 0,0,A,...0j—, an a * murari es ST ss w et _— 






c'est à dire, 

















(6). 


Pa 





ù Or, nous avons , d’après 
o scia 10 S 1 os da >. 10” = sort 
si nl n-k+1 n=(k+1)! ; 


c'est è dire 


% R-1 i ; sN i î 4 "dn 4 I, i, Ro s 
(7) : i 0 Le È Da Di 10% SH Ta + TRUE 


‘ n= 





Les inégalités (5), (6) et (7) DIO (2): 





si I 1 If 10° 073 esa 
A È î ’ STILI Ce 0,00, ato l® Ag = io 104 < 0! O + v 
Me. = n-1 etto 
2500 c'est è dire: i | = A 







(8) 


109! sà A, A, + +5 Varg -S Del 


n=1 








lité (8) e esta un entier: TORE il I nl, c'est à ne passa 


(9) ia 0,4, STESSI 


\ pe” CI 1 È na=l sta Cas dia 









- È " ceo x 





+ étant <q — » que 0, jonit de la propriété qui était à 
Nous avons done démontré que x est un nombre de l'ensemble 
semble Q est done Op, 










Démontrons maintenant que l’ensemble Q est dense en lui-méme. 
Soit 


; 0 
Cn 
ei 


n=l 


«un point donné de l’ensemble Q. Posons pour EI AR IRE 


“9 pei 
» fo 104 SA 


noel i n=k1 





È choisissant dans l’expression c, + 1 le signe + si e,<9 et le signe — si ey=29. 
4 Il est évident que tous les nombres é, seront éléments de l’ensemble Q, dif- 
_férents de é et convergents vers È, puisque 


— Done, é est élément limite de BEsoNIDIA Q. 
N Nous avons ainsi démontré que l'ensemble Q est parfait. Done, l’ensem- 
ble P est aussi parfait. i 
Soient maintenant ‘ 


Do) ol Lesbo Bi TR xe Ton 
n=Ll 


seg poge n=l 
de L È ma » ro 





È deux points de l’ensemble P. Je dis que la différence ® — a’ est irration- > 
i - nelle. MY 
i Supposons que a—a' = - étant un nombre fationnel cala nul): nous 







le—e|= 


+ |1% 
» 


cs et t étant deux nombres naturels. 
Nous avons. d’après (10): 


Ch Cn 
p= Sas TIA, 











5 I n=1 n=m+1 isa n: n 
4 Fixons maintenant m assez grand pour qu'il subsiste l’inégalité pra È 
Ù CEE (13) 9.107{m-1) > 640 st "at Pallas 
b; et posons a - 4 
m 7 x 
RR, CS Pe 
14 na 10! n _ esa SENI pete: 
( ) 1 $ ") r 102! q ? 
È n=l s 
a d’après |r] =; petg seront 6évidemment des entiers, ebeg 2220) 
È ; i 
DA % r A 
D’après (13) et (14) nous aurons : È 
160t 160 # 1 , 2 
9.10 — 9.1 has < 1.10 on! g2 Ha ’ aa 
done, d’après (12) et (14): ;$ 
30 1 3 PLATA 
15 — |LT. a 
(15) ace 07 
L’inégalité (15) donne (g étant naturel): ; DE 
oe Ge ba PE i, + di 
done. i LR. 
(16) o<E+i <a pid «DI 
Or, nous avons: 2 


- q 





2 È denti 
ma) |P 


1 2 — pî 1 
AA 

























2 25 1608 RO 
DE 107 I Q10 040 


00 
__|2t Cnl'n 
SO > ESTE 





pb e 300°) at De i: 
è A 4; i 4 Ò Hd F VI U i vi n ALT, Us È A ” 
Poi Pale da a ZA ali a ì t, DELA 4 ‘ } 9, 


ME o % 271 BREE & 
done, d’après (16) 


VE AE. 4” La 


contre (15). 

La supposition que la différence x —x° est rationnelle implique donc une 
contradiction. 

Nous avons done Temontre que nali P est parfait et que tous ses 
deux points ont une distance irrationnelle, c. q. f. d. d. 

Nous avons en méme temps démontré 1 existence dans 1’ intervalle (0,1) 
d’une infinité des ensembles pastalie superposables, sans points communs deux 
à deux. 

Remarquons qu'on pourrait démontrer l’ existence dans l’intervalle (0,1) 
"d’une infinité de puissance du continu des ensembles parfaits superposables, 
sans points communs deux à deux. (Soit 5, , d,, 
de nombres dont chacun est égale à 0 ou à 1 et désignons par Ribbon.) 
l'ensemble de tous les nombres 


A 


b.,... une suite infinie donnée 


db. 
OLE + i Cp a 
i 
où @, 4, , 4, ;-;. sont des nombres quelconqnes égales à 0 ou à 1. On voit 
sans peine que les ensembles P(b,, bd, , bd, ,. 
faits, sans points communs deux à deux; or leur ensemble à évidemment la 
bp du continu). 


ho 
"] 
» 

..) sont tous superposables, par- 


. Moscou, Mars 1917. 
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- SU DI UN DERIVATORE POLARE DA SERVIRE Do: 
È I ©. NELLA RADIOTELEGRAFIA: 0 008 





pc. i NOTA (4) 
i a 
ERNESTO PASCAL (a Napoli) ha 


(con 2 figure nel testo) Line LL 





È stato recentemente introdotto nella tecnica della radiotelegrafia Puso 
dei tubi a vuoto, detti anche audion, perchè fanno l ufficio di rivelatori; tra- LS 5 
sformando le correnti oscillatorie in correnti raddrizzate e, in uno studio re 
cente del Prof. Giancarlo Vallauri (*), direttore dell’Istituto radiotele- — 
grafico della R. Marina a Livorno, si fa vedere che il potere raddrizzante è pro: Ti 
porzionale approssimativamente al valore della derivata seconda di una funzione” 
che si chiama caratteristica, la cui curva rappresentativa può essere disegnata — 
per puuti, mediante una serie sistematica di esperienze eseguite con un deter- vo: 
a LagRO SIZE ur. DE 


x 





ao i e. 


x 


MEGA dt è SALA già Aa e si +rova CET in dl 







L’Elettrotecnica, 1917. 
(3) Murray, Proc. Soc. of Edinburgh , May 1904; Horsbur E "E Handbook fi 
Exhibition of Napier velichs ete. Edinburgh, 1914, p. 217. È 
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Immaginiamo una curva NN' (Fig. 1 
lare riferito al polo O. | 
[ Se OP è la sepnendicolavo al raggio vettore ON =p, p=f(0) è 1 equa- 
zione della curva, e NP è la normale-alla curva, è facile mostrare che OP rap- 
presenta il valore della derivata di. p rispetto a 0; OP =/"(0). 

In effetti se ON’ è il raggio vettore infinitamente vicino ad ON e NR è 


1) de esignata su di un diagrawuma po. 





pe | Fig. 1 


ve pa 
















car OP dh E Oa dp 

T pdo AE GIO “po pae’ 
— Su ciò è findato Papparecchio che propongo. 
- Una squadra di metallo CAB (Fig. 2) è girevole intorno al perno O, e 
ue lati della squadra, scorrono due carrelli M, N, dei quali M porta una 
“punta peragonte EE e) N è collegata una rotella MEO il cui Raro 


do 


do a to OP.= 
n e appun o) ano. 


è onde 


Mi aast, il nevirod della curva assegnata, e la punta scrivente D descriverì 
mal curva che È la e ta Cie data, 














NE, Se RS N vee 


nico potrà agevolmente superare le piccole difficoltà tecniche per un perfetto | 
fanzionamento. : l un È 
Già da alcuni anni ho fatto conoscere nella teoria e nelle sue spoliontio il 
un integrafo polare (4) che può servire contemporaneamente per desse ni 3 
polari e per equazioni differenziali e che fu già costruito in modo egregio dal 
valente meccanico Sig. Moreno, ed è conservato nel mio Gabinetto di 


Analisi Superiore all’Università di Napoli. L’ apparecchio suddescritto non fa 7 





PA ki hd 
* Petice, li 
"alt, ne a, 





Fig. 2. % " ra 


che utilizzare in senso inverso una parte del principio che mi servì allora di 
base per la costruzione di APE 1 È 


a A che si adoperano comunemente. 





(4) v. Rendie. Acc, sc. fis.e mat. di ‘Napoli, 1911; Giornale di Batt. t. 50, 1912, edi 
mio volume: / miei integrafi per equazioni differenziali, N Napoli, 1914, $ 22 e seg. 
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DEDUZIONE DI UN TEOREMA DEL PROF. CAPELLI 
DALLA TEORIA DRLLE INVOLUZIONI RETTILINEE 


DI SPECIE QUALUNQUE 


EI So METIS TON TE 


iper 


(da una lettera al Prof. Eugenio Bertin ia Pisa) 


NOTA 


DI 


GAETANO SCORZA (a Catania) 


Quante volte nelle mie lezioni ho voluto svolgere con una certa completezza 
il problema della ricerca dei punti comuni a due curve algebriche piane, ho do- 
vuto constatare, con un certo rammarico, che o mi toccava presumere come noti 
teoremi algebrici che raramente si ha il tempo di esporre nei nostri corsi di al- 
gebra, o mi toccava far delle digressioni più o meno ingombranti. 

Ciò mi ha spinto recentemente a vedere se qualcuno di quei teoremi non po- 
teva esser riattaccato alla teoria delle involuzioni (di ordine e specie qualunque) 
situate sopra una retta, che spesso premetto allo studio delle curve algebriche 
piane, e mi pare che, ad es., il classico teorema del Capelli sulla caratteristica 
della matrice di Sylvester si lasci dedurre agevolmente da quell’ ordine di 
idee. 

Siano 


ant Pala Pete p= UR Re Un 
due forme binarie degli ordini m ed » di cui una almeno non sia identicamente 
nulla. Allora il teorema di Ca pelli (') asserisce che: dà 
Le forme f e 0 hanno un massimo comun divisore di grado o (1 = 0) quando e & 
(4) Capelli, Sulla matrice di Sylvester per la risultante di due funzioni intere (Rend. del 
Cire. Mat. di Palermo, t. XXIII, pag. 130-136). Altre dimostrazioni di questo teorema sono 
‘state date dal Pick, dal Nicoletti (Ibid., t. XXVI, pag. 360-362 e t. XXVIII, pag. 29-32) 
_ e dal Levi, Introduzione alla analisi matematica (Parma, 1916) pag. 239. Soltanto le dimo- 
| strazioni del Nicoletti e del Levi presentano qualche punto di contatto con quella che 
qui viene esposta. 
VOL, LY 36 
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solo quando la nota matrice di Sylvester costruita coi loro coefficienti ha per caratte- 


ristica m-4- n — o. 

Per dimostrarlo, mi limiterò al solo caso che non sia ovvio, cioè a quello in 
cui nessuna delle due forme Y e £ è identicamente nulla. 

Interpretiamo le x, , x, come coordinate omogenee di punto sopra una retta 


e diciamo G, ed H,, i gruppi di » ed m punti della retta rappresentati rispettiva- 


mente dalle equazioni: 
gia) e i 0. 


Siano poi A e B i punti con le coordinate (1,0) e (0,1). 
Gli m gruppi di m — 1 punti clascuno 


rA + sB (r4sem—1;r=0,1;..,m_1) 


sono linearmente indipendenti, cioè determinano una involuzione completa I"-4,,_,, 
di ordine e specie m — 1, quindi i gruppi 


(1) G, + rA 4 sB 
determinano una involuzione I”-!,,4.,,-,, con » punti fissi nei punti di G,, i cui 
gruppi si ottengono aggiungendo G,, a tutti i possibili gruppi di m—-1 punti della 
retta. ; 
Lo stesso dicasi per l’involuzione I°-4,,4,,-, generata dai gruppi 


) Ho Pri PB palati 20 





; 


Se i gruppi G, ed H,, hanno s punti comuni (e non più), con o>0, le invo- 


gono associando con un gruppo qualunque di ordine 5—1 gli m-|-n—6 punti che 
restano nel gruppo G,-|-H,, dopo avervi soppresso, una volta ciascuno, ic punti 
comuni a G, ed H,,; quindi le involuzioni I"-!,,3.,,-, ed Feo sono congiunte 


s 


da una involuzione di ordine nH4-m-—1 e specie 3a 


n-1)+(m_-1)-(-1)an4tm—-o—- 1 


Segue che degli n--m gruppi (1) e (2), d’ordine n+m—1, soltanto n-+-m—6 


sono linearmente indipendenti, e quindi n-|-m-—-c è la caratteristica della matrice | 


formata con i coefficienti delle loro equazioni, ua 
Ora codesta matrice è appunto quella a cui conduce il così detto metodo dia- . | 


litico di Sylvester, dunque etc, 


i 


È 


luzioni I°°-4,,4,,-, ©d I°-4,+2-1 Si intersecano nella I°-!,,4,,-,- i cui gruppi si otten- 3 


i 
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L'INTEGRAZIONE DOPPIA NEL CAMPO COMPLESSO 


ada Sl 


a NOTA 
DI 


ERNESTO PASCAL (a Napoli) 


1. L'estensione della integrazione doppia dal campo delle variabili reali 
a quello delle variabili complesse non è cosa così semplice quanto potrebbe 
credersi, e i trattati sulle funzioni di variabili complesse ne tacciono. 
Il Poincarè ne tentò una sistemazione in un antico lavoro (*), ma il 
proposito di voler estendere il teorema di Cauchy sotto una forma che non 
è estendibile, lo fece deviare in qualche cosa di poco naturale ed artifizioso. 
Nelle mie lezioni di Analisi Superiore ho cercato in varie volte di occu- 
parmi di questo argomento, e un primo saggio delle mie considerazioni ebbi 
già V’onore di comunicarlo all’ Accademia di Napoli alcuni anni fa (**); ma nelle 
lezioni dell’anno 1915-16, sono riuscito a dare a questo importante e fonda 
mentale soggetto una sistemazione che mi sembra semplice e definitiva, ed è 
. di ciò che desidero ora trattare. i 
i è Questa Nota fu già pubblicata nel Rendiconto della R. Acc. di sc. fis. e 
— mat. di Napoli pel 1917. 


2. L’argomento risulta di due parti: in primo Inogo definire V integrale 
doppio per funzioni di due variabili complesse, e indi esaminare quale esten- 
sione comporta il teorema di Cauchy. 


PC MITO =; 


Tale ultimo teorema, coll’aggiunta importante fattagli da Morera, può 
enunciarsi per gli integrali semplici, sotto due diverse forme che sì equival. 
$ gono, e cioè può dirsi: 

I. Condizione necessaria e sufficiente perchè Z sia funzione monogena in 
tutto un campo di 2, è che Vintegrale semplice di 4 esteso ad un qualunque cam- 
— mino chiuso del campo sia zero, 
(*) Poincarò, Sur les residus des integrals doubles, Acta Math. , vol. 9, 1887, p. 321. 


(**) Pascal, Sugli integrali doppi delle funzioni di variabili complesse, Rend. della R. Ac- 
— cad. delle scienze fis. e mat. di Napoli, v. 18, 1912, 
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e può anche dirsi: 

II. che la predetta condizione necessaria e sufficiente è espressa anche da ciò 
che l'integrale di Z esteso da un punto ad un altro del eampo, sia dipendente 
solo dai limiti e indipendente dal cammino curvilineo di integrazione. 

La neeessità della condizione forma l’antico teorema di Cauchy, la suf- 
ficienza forma Vaggiunta di Morera. ho 

È ben chiaro che i due enunciati I e Il sono equivalenti; da ciascuno 
di essi si passa all’altro. 

Ma per gli integrali doppii bisognerà rinunziare all’estensione del primo 
enunciato I, e limitarsi solo al secondo; i limiti di integrazione diventeranno 
allora una certa linea chiusa in un certo spazio (come si verifica per tutti gli 
integrali doppi). Fu della necessità di separare questi due enunciati e di ab- 


bandonare il primo, che forse Poincarè non si accorse, 


3. Sia Z = X-+ iY funzione delle due variabili complesse 2 =x4+- i, 
t=é + i. Poniamo le 4 variabili reali x,y ,É, funzioni ‘di due altre va- 
riabili reali #, © e si voglia definire l’ integrale doppio di Z in rapporto a 
te 

Se si trattasse di fanzioni e variabili tutte reali, tale integrale doppio 


sarebbe espresso dalla formola 


Sl PRG) 


Poniamo allora questa stessa formola come fondamento ' della nuova defi- 


nizione. 
i O(2, € 
Sviluppando il determinante funzionale RISE e ponendo ° 
2 RR AI IAT O 
—__ pet) fr SS == Og ire ce. Ml re 
Ci) ot CSR Beta dpi di "a 
la (1) prende la forma caratteristica 
<a È de di 
(3) Z (de dt — di de) | Z 
d2 dC 


Ce (o, x 


la quale è una forma di rappresentazione dell’integrale doppio che è indipen- 
dente dalla coppia delle variabili di integrazione, cioè a dire che la espres- 
sione sotto il segno di integrale ha un valore effettivo e non solo simbolico , 
come sarebbe se si rappresentasse l’integrale col simbolo comune e 


(4) J Vi iS (ACE 
Jr 
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giacchè con una trasformazione di variabili 2,% in altre due 2',0", la (3) si 
trasforma come espressione effettiva, avendosi identicamente 


dz dt de €) de' db 





Pa A ATE 


e la (4) no. 

Questa considerazione consiglierebbe di adottare anche pel caso delle va: 
riabili reali la forma (3) come forma di rappresentazione dell’integrale doppio; 
sì avrebbe il vantaggio di includere nella rappresentazione stessa il noto 
teorema della trasformazione, e di uniformare meglio 1 integrale doppio al 

semplice. x 
Passiamo ora alla limitazione Aell’integrale. 

Un integrale doppio reale è una funzione di linea chiusa , cioè della linea 
chiusa che limita nel piano delle due variabili l’area a cui si estende 1’ inte- 
grazione. 

Intendendo assegnata l’equazione di una linea chiusa nel piano t,t, cioè 
una relazione g(t, = 0, a questa corrisponderà una linea chiusa nello spa- 
zio a 4 dimensioni di coordinate X,Y,8,7, e le equazioni di tale linea chiusa 
C si otterrebbero eliminando t,q fra 


(6) eat), y=yt,0, =, =, 0) =0 


Le prime quattro di queste relazioni rappresentano una superficie S_ li- 
mitata da tale linea chiusa C, e i punti della superficie S rappresentano le 
coppie di valori delle variabili complesse 2, alle quali si estende ’ inte- 
grazione. 


Separando in (3) la parte reale dalla parte immaginaria si ha un numero . 


complesso il cui valore dipende così dalla linea chiusa C dello spazio a 4 di- 
mensioni e dalla superficie S terminante a tale linea chiusa ; la superficie S 
fa Vufficio di cammino di integrazione e la curva C fa l'ufficio di limite di in- 
tegrazione. Tali parti, reale ed immaginaria, sono date dall’ integrale doppio 
di due forme differenziali bilineari nei due simboli differenziali d e è, che, 
secondo (2), hanno significato di differenziali parziali in rapporto alle due va- 
riabili t, ©. 

Sviluppando (3) (e ciò può farsi perchè abbiamo detto che la quantità 


sotto il segno d’integrale in (3) ha valore effettivo cioè può considerarsi come. 


vero prodotto e non prodotto simbolico come.in (4)) si ha: 


3 Il [ | X(dudî — dida) — Y(dadn — dda) — Y(dydi — dédy) — X(dydn — dndy) | 
(6) | 
"E :ffl Y(dedg — déda) + X(dedn — ddr) 4+- X(dyd$ — dédy) — Y(dydn — dà» 





LAURO 


i fa ° 
vt «TA age E 


Pi 
a 


tea" 
ita 1 








Assegnando ai simboli d e è i significati (2), questi due integrali doppii. 
diventano due integrali doppii ordinarii reali in #, 7, e acquistano perciò va- 
lori ben determinati A, B. Il numero A -+ èB è il valore dell’integrale doppio 
nel campo delle due variabili complesse. 


4. Le considerazioni precedenti valgono anche che Z non sia funzione 
monogena di 2 e C; ma quando si verifica la monogeneità accade un fatto 
fondamentale che costituisce il teorema di Cauchy Morera: dè valore 
dell’ integrale è indipendente dalla superficie di integrazione S e dipende solo 
dalla linea chiusa © limite di integrazione, e la monogeneità è condizione neees- 
saria e sufficiente perchè ciò accada. Come si vede si ha la precisa estensione 
del teorema di Cauehy-Morera sotto la forma II. 

Un accenno a ciò io feci già alla fine della mia succitata Nota del 1912; 
ma ciò che allora dissi non riuscì completo, e 1 argomento merita di essere 
trattato più ampiamente. 


5. Dimostriamo il seguente teorema che è estensione del teorema di © a u - ‘ 
chy-Morera ordinario per gli integrali semplici di funzioni di variabili 
complesse: i i 

Condizione necessaria e sufficiente perchè Vintegrale doppio 


g da de 
(7) Z@,0) 
ò2 OC 


sia indipendente dalla superficie di integrazione cioè dalla determinazione delle 
funzioni 2, di t,c, ma dipenda solo dalla curva limite di tale superficie, è 
che Z sia funzione monogena delle due variabili 2, £. 

6. Per la dimostrazione della necessità si procede collo stesso metodo 
teuuto da me in altre simili occasioni (*). 

Secondo la formola (6), la parte reale di (7) è integrale doppio della 
forma differenziale bilineare 


da dé da dn dy dé dy dn 
(8) x SY LET ZIO 
dr dé da N dy dE dy dq 
(*) V. le mie due Note del 1912 nel Rend. dell’Ace. di Napoli: Sulla estensione del principio 
donde derivano il teor. di Cauchy e il teorema inverso di Morera nella teoria delle funzioni 
di variabili complesse; Sugli integrali aoppii delle funzioni di vaviabili complesse. 5 
A proposito dei teoremi di questa ultima Nota è bene avvertire che laddove negli enun- 
ciati si parla di limiti superiori di integrali doppii si vuole intendere ciò che qui abbiamo 
chiamato curva limite di integrazione, e che inoltre la sufficienza enunciata in quei teoremi è 
ancora da dimostrare. Per il caso particolare trattato nella presente Nota, tale sufficienza è 
dimostrata qui in modo completo. ì 








La (8) è dunque (a meno del fattore dt dt) una 





dm. de dy 0y 
P(2,9,8,1 , di , tw» 4 dt , de.) "ilato Tate ) 


Perchè il suo integrale doppio sia indipendente dalla variazione delle 
funzioni indeverminate 4,y,É,7, dite rt, bisogna, come si sa dal Calcolo 
| delle variazioni, che qualunque sieno le fanzioni x,y,É,7, di t e ©, siano ì 

identicamente zero la espressione 


Ù < OH ed RSBAGIO 
frrarazie. * dm de o da suon 2 0g. 
d dt ti dt 








= 0, 


y "3 PIA è ani 


e le altre tre analoghe ottenute da questa col mutare x in y,É,". 
s Sviluppando la (9) si ha - 


OX dî) OY dem) dY dy,é) IX dem) 


ba nun rino dino 


de At) de dt) da dt) de 19) 


ti ta RN AS on lo) dé Ml __ 
i eo 














Ot) 





dx dy 








[OX , 4Y]dy,) , [dX dY] dym [6X , 9Y]4) 
a Ta 5? Kata Va FI 


bi 5 RENO EI Ta dx dY 
E, n is —— — + = — — = 0 


e queste insieme con 


ne 
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che si ottiene in modo simile sviluppando le altre tre equazioni analoghe 
alla (9), sono precisamente le condizioni di monogeneità di 7. 

Similmente si procederebbe coll’altra forma differenziale, analoga a (8), e 
il cui integrale doppio forma la parte immaginaria di (7). 


S. Passiamo ora alla dimostrazione della sufficienza. 

Soddisfatte le (10) (11) si deduce bensì che sono soddisfatte le (9), e che 
quindi la variazione infinitesima dell’ integrale di (8) è zero (o, meglio, è infi- 
nitesima di ordine superiore) ma da ciò non può dedursi che è zero anche la 
variazione finita. 

Introducendo due funzioni indeterminate £ e Y, la forma differenziale (8 
può scriversi identicamente: 


sE xa — Ydy + Edi — Yan] da 
- di [aa yy PER Tè] 3 
Son da 4 Xdy + Tdé + Za] sà 


an [Ya SP astay E En] 


- 


e dimostreremo che si possono determinare le funzioni £ e Y in modo che (12) 


si riduca alla forma 


TÀ 


(13) di di, — dé 2 | _ È An — IN 


dove & 7 sono due determinate funzioni delle quattro variabili x,y,$,%; in 
altri termini si possono determinare Z e Y in modo che le quantità racchiuse 
in parentesi in ciascuno dei quattro termini di (12) sia un differenziale esatto, 


per il che basta che sieno differenziali esatti le due forme 
‘$ 


Xda — Ydy + Zdé — Yan 
(14) A 
Yda -- Xdy 4- Ydé + Edy 


Ammesso che Z sia funzione monogena di 2 e &, i primi due coefficienti 
di queste forme soddisfanno gia alle condizioni a ciò richieste. Bisogna colle 
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E,T, soddisfare alle altre 
PRESTI FOMORMRERZII sed TRIO): SIAICA € 

A e te SARE dpi dt 
#d riga OM IY dx 
; ergono nidi "copi. de. 
Mi. {1D) ( PASO 
È. dar 
#0 de — dn 
Bi; ì 
4 da 190 
} deo de 
: Posto 
È I OX sc 
(16) i Coke fee fore via 6,7) 


“possiamo ROLre 
i EE, + g(4,6,) 
duna derivaudo FIRRERtO ad CARE tenendo conto delle (15) si ha: 


dp __ OX __ 0a, 


Col dy Ei — @y 












a ROBE ISO SUR 


nn 


SS di Z, sì ha: 


 d[0X 0) CRA PX ai 0 ale 
«dan dy| ded dy ‘a — dad dédy da dé ' dé de 


* Popentdo. allora 


(GET dale "LGE 19 | CR o 
, Jara] TEM i > 


on dy 
pz E, 4 M(é ; 1) 
eo E,+ 46, n) 


T=T,4Y, + 
37 


seal 73% d +37 
Ae tu 
SR a ni& 


i di cui il sura membro è Uni Don dente do: x, perchè per (16) e per la mo- de 








SRO Mie e EI 0 NE 


dove Y, e Y, sono due determinate funzioni, la prima di tutte le variabili, | nd 

(e 
seconda di tutte meno x, e y è una funzione ancora indeterminata di fim a 
Propriamente è aio pei ; bo? vi 


Po oY “2 i a ì 
Leni n=[ La; i 








(22) | Mei 
dY, VOLE 
a ty ss) =(#-Fa o] ip 
Le E,Y così determinate soddisfanno a tutte le condizioni (15), meno che 
alle due Sn le quali diventano fo Si 
; 
VEE) PIA: 1-0 RE 
o A Td SI 
Lina gino io Menti 
- . mM FERIE ORTI ta 


I primi membri di queste formole sono effettivamente funzioni di sole. pa 
€, 7. Giacchè derivando p. es. rispetto ad x e tenendo conto dolle condizioni. 
precedenti, sì ha (osservando che 2, e Y, sono indipendenti da ©) 















Mita. 


CE, E AVA IO A ì 
dad | dadi ded deo de do 


E- similmente derivando rispetto ad y, si ha: 


CRI RE SOTTO IIOA | 3006 cd SN 
dydi vot st 3908  dyo dyon | TIE ii: 
PAPI ENO SII SÙ 2%] 
Han Onde = dydil  dyon  |O — anta 


04 | 09 PE +E) #E+5) fa 
dE dr} gra | dE° on Porti 
(24) | 
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differenziale dl 2° ordine rappresentata dalla prima delle (24) e sostituendo 
nelle (23), si hanno due equazioni che determineranno , a meno di una co- 
stante additiva, la funzione y. 

Con tali determinazioni le (14) si riducono ai differenziali esatti di due 
funzioni £,:, @ la (8) resta ridotta alla forma canonica (13). Similmente potrà 
procedersi per l’altra forma differenziale il cui integrale forma la parte imma- 
ginaria dell’ integrale doppio di Z. 3 

Se ova in (13) restituiamo ai simboli d,d i on significati di differen- 
ziali parziali rispetto ai parametri al t,t, il differenziale (13) 
prende la forma | 





Ok) (N71) 
Di RESOR IRE) sa 


il cui iutegrale doppio non è altro che il trasformato, colla regola nota del de- 
terminante funzionale, dell’integrale doppio 


CON (fesa se {fenar 


che può calcolarsi indipendentemente dalla fissazioue delle funzioni 2,Y,$," 
Infatti fissata nello spazio a 4 dimensioni la curva limite di integrazione, cioè 
le tre equazioni fra 0, y,É, , eliminando @ , y , 1 colla relazione & = &,(4 , Y; £ N) 
si ha una relazione 2($,3,)==0 che rappresenterà nel piano é,é, la curva 
chiusa dentro cui deve estendersi l’integrazioue doppia di d£46, cioè la cui 


area è il valore del primo termine di (25). E similmente potrà con elimina- 
zioni trovarsi l’altra curva 8,9) = 0 nel piano 3%; la cui area è rappre: 


 sentata dal seeondo termiue di (25). 


è 


L’integrale doppio di (8) cioè (25) è dunque determinato quando è fissata 
la curva limite di A LEBIANIONE, ed è indipendente dalla superficie di inte- 
STADI 


» G& © 


ue 
ù 











L'AZIONE HAMILTONIANA 
PER LE SUPERFICIE DI RIVOLUZIONE 


NOTA 


DI 


ROCCO SERINI (a Pavia) 


Recenti studi hanno messo in luce l’importanza dell’azione hamiltoniana: 
i due principii dell’azione minima e dell’azione variata sono infatti fondamen- 
tali nella meccanica classica. 

Il Levi-Civita potè ottenere, sfruttando le proprietà della detta azione, 
un notevole teorema di simmetria delle traiettorie dinamiche di un sistema, 
che dà. luogo, per effetto del teorema di Fermat, a importanti applicazioni 
ottiche ('). Fu appunto per suggerimento del Levi-Civita che impresi 
a studiare l’ azione hamiltoniana per le superficie di rivoluzione , . ottenendo 
alcune formole che credo non del tutto prive di interesse e che espongo nella 
presente Nota. 


Dopo avere richiamate le proprietà dell’azione. ne ricavo le due notissime 


formole fondamentali per le geodetiche, che vengono continuamente applicate 
in Geodesia per I Ellissoide. 


Determino in seguito alcuni sviluppi in serie, dedecendone il teorema di 


Levi- Civita nel nostro caso; di quì cttengo una espressione del coeffi- 
ciente G? nella forma differenziale quadratica della superficie riferita a coor- 
dinate polari geodetiche. 


Ricollego infine Vazione hamiltoniana ai sistemi di coordinate geodetiche 





ortogonali, ottenendo il significato geometrico di due espressioni che continua- 
mente si incontrano nello studio delle geodetiche delle superficie di rivo- 


luzione, 


1) Generalità. Proprietà caratteristiche dell’ azione hamiltoniana, Sia una 


varietà a due dimensioni definita metricamente dal quadrato del suo elemento 


(4) Levi-Civita. Una proprietà di simmetria delle traiettorie dinamiche spiccate da due 


punti. Rend. R. Ace. dei Lîncei. 1915, 1° sem. 


} 
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lineare 


(1). ds = a, da, + 2a,,dx,de, 4- ada, 


La distanza geodetica di due suoi punti, W(P,P”, è una funzione sim- 


metrica dei due punti P,P', regolare, purchè questi siano distinti, entro una 


conveniente regione della varietà stessa. 


Tale distanza geodetica coincide, come è noto, colla azione hamiltoniana 
2 


: ; s Ni Poarisio GEA I 
di un sistema non soggetto a forze, la cui energia cinetica sia 3 de (il ds? es- 
L: ddl 


1 È i 
sendo dato dalla (1)) e si conservi =; per tutto il movimento. 


La detta azione hamiltoniana ha un comportamento differenziale carat- 
teristico che ricorderò per sommi capi ('). 


Fissiamo una geodetica generica e indichiamo con @; la derivata della coor- 
dinata x; rispetto all’areo della geodetica medesima (*). 
Posto ciò, le quantità 


Pr È ; . . 4 . 4 
(2) ] P, ce 4,0, > U, 30, b) Py SS A, 46 dy90, ’ (0,2 E Az;) ’ 


dette coniugate o momenti cinetici, caratterizzano, al pari delle 2,,2,, la 
direzione della geodetica in un generico suo punto. , 
Avendosi per la (1) 


- 


(3). a,,?, + 200,0, + ag, =1 


si ha tra le PD, ,P, la relazione quadratica reciproca 


. 


(3’) DA Sii A 


essendo A, = Ax; il complemento algebrico di @,, nel determinante |a,, | diviso 
pel determinante stesso. | 

Sieno x;, x; le coordinate dei due punti P,P' e p,,p; i valori che in 
essi assumono i momenti prendendo come direzione della geodetica quella cor- 


rispondente al verso P_, P'. Se diamo ai punti P,P' spostamenti infinitesimi 





i (4) Per le proprietà dell’azione, vedi Thomson und Tait, Handbuch der Theoreti- 
sehen Physik. Uebers. vom Helmbholtz. I° Vol. pp. 258 e seg. 


(è) Nella trattazione di Thomson con x; si indica una derivata rispetto al tempo. Però 
2 


f ds \ | 
nel nostro Casggsszenda —=l ne viene (con conveniente scelta del segno) s== + cost., 
ut, i i 


di? 
quindi è indifferente derivare invece rispetto allo spazio. 














ped rn Le 
ira ro 


atea 


RSI 


mt ga. 


ui LA 





VEE NT SEL 
arbitrarî che corrispondano agli incrementi infinitesimi de, , da; delle loro coor* | 
dinate, si ha in primo luogo Videntità e. "EVI 

* 4 te 


(4) dW=— pda, — pda, + p/dx' + pyday , 


che si spezza nelle quattro 





dW 0W TAO 


(4°) dx, rana Di ’ da) agi ’ (è esi il ’ 2). 





L’ azione W soddisfa quindi, come facilmente si vede' dalle (34) (44), alle 





due equazione alle derivate parziali: 1 Tar È 
3A 

0W\?  dW 6W 0W\? i 

5 —_—_—— ln | pena sicilia _— x i 

6) dala) +24 no + An (7) =! n 
Me 

NA 

0W , 0W 0W 0W de a 

, i 1 

© stag E 
dove gli apici apposti alle A,, sulla seconda equazione indicano che le dette 70) 
funzioni vanno calcolate nel punto #’,, 4, | 2 PRA 
Le (5); (5°) caratterizzano | azione TA DI colle condizioni che si 

WA Pao P) 07000) Mu 
| dW_ dW SE A 

Sia ora x da 25: 

(6) Fa”, ’ da ’ 2) HE B i FIA 
l’integrale completo della (5’) contenente le due costanti arbitrarie siBa da v 
seconda addittiva perchè W non compare esplicitamente in essa). | Ea 








Allora sappiamo, per un noto teorema di Jacobi, che l'equazione Pe i 
nerale delle geodetiche (traiettorie dinamiche del nostro problema) è © 


OF 
Da È 


Se vogliamo che la geodetica passi pel punto «,,, basterà prendere s 


B = F(x,,%,,0). 





(4) Vedi Thomson und Tait, l. c, pag. 266. 


MIO) e) 








X 295 X( È: 


Cosiecchè la funzione ottenuta eliminando « dalle due relazioni bo: 


pes” LÀ , ; h & 
(7) W=F@,,0,,0)— F(r,,%,,0) 7 
Ù Ù _R È si 
> (8) OF(e', ,0,,0) OF(x, ,%% _) di 
- da da 
| rappresenta la cercata azione hamiltoniana. La seconda non è che l’equazione ed 
della geodetica, SM 
2) Le superficie di rivoluzione. Teorema di Clairaut. Le due formole È lai 
fondamentali. Per una superficie di rivoluzione riferita ai meridiani (longitu- 0 
dine © — cost) e ai paralleli (lat st) la prima forma differerenziale E° 





quadratica è 


Pira 


(9) dz do + r°do°, 


Ng 
Lp 


È 


| dove p° e r° sono funzioni della sola g. Nel nostro caso (con evidente signi- È 

È ficato dei simboli p,y , Pa) avremo i 

£ 

i i 

(10) | Do = 0° Do = 1° ci 

i Ha ) Po È È 

e la relazione quadratica tra i momenti diviene “RR 

| A 

Pel) ot Spo=1. # 

i La distanza geodetica W(P ,P') non dipende dalle longitudini ®,©' che o: 

pel tramite della differenza © — w, e quindi avremo 3 
È i : 


i. dW dW 
a: (O dol 





Ricordando le (4’) otteniamo di qui (!) 


Sr ha; Dà e 


| ossia sopra. una superficie di rivoluzione è costante , per una data | Fao detica: il 
| momento cinetico rispetto alla longitudine. Ma per note formole di geometria 







\ 


3 (4) La 22) sì può ottenere anche dalle equazioni canoniche di Hamilton la seconda 


elle quali è Do = 0 perchè la forza viva non dipende da w e ii potenziale è zero. 









Ta differenziale (!) PLM dui Lante TA 
ro = seny 


essendo * 1 angolo che la geodetica fa col meridiano. fr a dà perciò. pe per 
una geodetica determinata 















rsen|= costante, 


cioè il notissimo teorema di Clairaut, 
Consideriamo ora l'equazione alle derivate parziali 





E: 1 /0W 0W miti n 

A 13 | a i ite i MR 

E (13) I (57) i Lr a dr 

cioè l'equazione (5) applicata al nostro caso. Essendo p°, 7° funzioni della pa 
o, essa ammette, come è facile verificare, l’integrale completo MSA 


(14) | p=flrt dg pan 4B, 


e VP azione hamiltoniana si otterrà, giusta le (7), (8), eliminando a tra le d ‘ 
equazioni i ; 


g/ Ta. BIEL 
: oi O Na RT ge 
D) r } 
(15) DI 


(CA ea 7 


9! pa. 
o0—=— e elia 


relativa alla geodetica che si considera. 
Abbiamo infatti dalla prima delle (15) 


- 


awe pleno È dp + ple_® dd da la — do) + SI 


(!) Più pi le si può Dalia così. Essendo ESILE ; det 0 

. 9° Yy . 7 . / Prà l 3 
cy — yE =r°w. Ne viene rm = — — x dI —_ ny. Ma î Una sono i coseni direttori. 
r v 34° AD 


5 dI 370, quelli del meridiano, cosicchè il Spogpao MRARIDIE è ognale a 
P 


x 


detica, — 


ti 
n 








deg FMI) 


- l’ultimo termine è zero, quindi avremo 


dW dW°. ‘ 


‘ ia RA — =— —=—% : Meo». 
po i Aia (60) Sd >. NE; i 





7 EP i fe 
È —  Indicheremo d’ora innanzi la costante di Clairaut con c, quindi a=e. da 
’ , i e." 
E Eliminando dalla prima delle (15) il valore 6° — © otteniamo le due formole \ cor 
«fondamentali ‘ i i 73 I 
gi. & i sa i ss 
SE Parra IE ; JE pe Nes 
] 
i È 484 O — 0 oprosnizi de co 
: Ù . "ori 1 a È e sa 
E ai otti — € Rs 
ni (15’) 4; 


OAPeI 2 | < £ 9/ - pr t = 4 Na 
cat Ù ; A \VE= fesa deo : i bi 
vi N . ni (6) PIET, X s da: 
n° Sono Precisamente le formole che , applicate all’ ellissoide , trovano uso IA 


3) La costante di diaz come Funzione dei due punti P, P'. Colla sui 
| posizione pa =c ricaviamo dalla (11) A »j 


Ù SR 






TREE ; 3 
1 prS plr— è i si 
DL SENO 33 

e le (4) diventano nel nostro caso g si 


di 00 i, do pi. ì Li 
me È n 2 dW Sy dW are @ LIM e ‘ A È 
Misc. Li, TOI REV: do “Bari Mami 


e Appare a ni di da c è funzione della sola ‘wo È Quandiss er x: f 


P & | de feti 4 c' 


16) Ri eifio acre Snc a 
bo do do’ ? hr 
va Lr 3A 38 pe” 
DI è Fi 0 
TICA = ul No] 
se, i RI 
N "e - x a È 
DENTI a A ha + î 
P (di » i 
DEAL Po PE = > x 
© 3 a Ra » 4 
alteri; È n di Via Se tag A e 
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CAL i LINO è\inoltre per Peguaglianza delle altre derivate seconde miste di W 


























FINI: dn de pe de de pe de 
He: CH i ERETTE: Z,O GETTA RN 
Ù è dp r} r pi tia) dw 09 rr? en elO) 
a dalle quali ricordando la (16) si ha A | Ani 
ASS (18) RE 
® rr — è 99 vr è dp'* i 
Queste relazioni ci riusciranno utili nel seguente arcate 4 ti | 





4) Piccoli intorni di variabilità. Sviluppi in serie. Fissata la code PP 
‘supponiamo che il punto Q’ debba rimanere nella immediata vicinanza del 
punto P’, cosicchè le sue coordinate siano v' + dg, w + do. Per semplicità Da n) 
SR scriveremo PP’ ecc. in luogo di W(PP') per indicare la distanza geodetica s 





E° dei punti P,P'. Avremo allora, collo sviluppo in serie di Taylor limitato 
bi. alle EI seconde, Ù È 

di - Co P'; at ; o*<PD! È, 
È PQ'= PP ap iena tr +2 aa i ded + 


SPES a 
Ca ruta 00° do + c Sea 


Abbiamo intanto 


DERE sa (A OPE 2E0RE 
dg =D PRESSA LC) DIM i 22 AO] 


quindi (1) 


PAREIIONI OPP 00 pds 


opoait dp 1 dA 


Ma dalla seconda delle (17) 








PPP __ 10 ore = psé de 08 
e ORO sl 
I SEE ii CASO 1 
i IATA i Y, vee do” i ; pe 
(4) Nella È a si deve considerare e A ani Er e dr: 


) 








Mt a 

) <> sa 2 dp Uni 

io 9) : 

= 2 

ì 1 del pi; 

laser 00 
METE rar Ù ji 

avremo, fino ai termini di secondo ordine inclusivamente, 

È ; } ATA (EE o nali 7 

; (20) PQ PPp'|ii dt — dp + edo + T'+I,. 
N A n 

: : 

Supponiamo ora di dare uno spostamento infinitesimo anche al pe 1% 

5 passando ne! punto Q di coordinate p+ dp, 0+ do. 

: La parte di primo ordine nella differenza 

4, 

È. i : QQ' dit PP’ 
è senz’ altro dW cioè 

v i î 

s | PA do + AAA dp + cdo”. 

Bi” d (o b: 4 


La parte di TERTTOO ordine consta di cinque termini: i due T‘,, I”, che com- 
5 pariscono nella (20) e dipendono solo da dg’ , 6; i due termini analoghi T, , I, 
- dipendenti solo da do, 0, più un termine misto Y, dipendente da tutti quat- 
tro gli incrementi. 

Avremo intanto manifestamente dalle (4’) 







E: sa 
Vea | 10 (ded, 
SA | sa aa. 
Lu | i 
V% Da gel de eo i 
O Rata Pa 


| Per calcolaze ora la rimanente porte Y,, ricordiamo che dallo sviluppo di 
ven si ha > i ° sd 
iv PP pp 
“CW RE Ng 
9 + 





090 o h Fugg d087 ue dado’ 





Me Sb) 
POE RN at Nei 











NINE Va ina 
ft 






E RADI SE lE de i Mo 
dpdp” rire dp | ‘pio dp N 









PP de {O APR do do GR 


dwdg' OM do v do do 





Sostituendo questi valori sull’espressione di Y, ed eseguendo calco D 
plicissimi (sempre tenendo conto delle (17)) si trova 
















> a AR a 
103 = —|-_———_î TRE can dw) 
2 00 \r}r® — e o ergo i È 





avremo quindi colle posizioni fatte ve A 


ezè esa ur, 
(21), SISSA pet 


Gli sviluppi trovati contengono la espressione th tata 


- dp — do. 





RCA : pa — e 


Ora questa è nulla quando ci spostiamo lungo la geotetica pPP' Sinni (con 
Br è evidente dalla prima delle (15°)); in questo. caso le formole si. semplifica 


mancando i termini I, ,I,,, 
S Vedremo più tardi ($ 7) un importante significato gcometrico dell’ 
sione suddetta. 
“a Quanto allo sviluppo di QQ’ esso diventa semplicemente et 
QQ PP' 22894 alp] 


ved dre Ta 


come si otterrebbe direttamente dala Pesnite delle (155 ) quando è e sia dl 
dalla prima, MI: " Oc CMPS 








pi Ù = e: x 301 


Un caso particolare importante è il seguente. Sulla geodetica PP' Scé-| 


| gliamo un punto S qualsiasi, di coordinate %,,@©,, e un punto infinitamente 
vicino S' cui corrispondano gli incrementi dg, , d0,. Vogliamo calcolare fino ai 
termini di secondo ordine la differenza 


PS'4+ S'P'— RES, 
Converrà richiamarci perciò alla formola (20) applicata alle due differenze 


PS PS é SP'— SP’, 
osservando in primo luogo che i termini di primo ordine scompaiono perchè 
eguali e di segno contrario. Pure eguali e di segno contrario risultano i due 
termini det tipo T, , mentre i due termini del tipo I, sono eguali. Avre. 
| mo così ; 


; fi, &/ R/ , | de p,e o È 
A 22 PS SP —PP= AIN L'SO 
3 ( ) i + do, rl, & Pi 


dove r,,p, sono i valori di r, p calcolati per 9 = %,. La nostra differenza 
risulta di secondo ordine come deve infatti essere data la proprietà di minimo 
delle geodetiche. 
Calcolerò anche servendomi della (21) i momenti della geodetica QQ' il 
_Q, perchè ci serviranno in seguito. Tali momenti si ottengono derivando ri- 
spetto alle coordinate di Q o ciò che è lo stesso rispetto a dp, do, e cam- 
. biando di segno Avremo fino ai termini ai primo ordine: 





Fi I I 
j __9Q9 ar — e° Vr? — e° o pe apo 
Pola Sat ddt... i N dp ae ro dr a = Sed op = do Mi gta 


v (24) 
i _ 9% De AIA I "EI 
de (ee er d PA — do | NeZd "—" n 





a $L6) 2,C NI 1 
at encali terr] 


rei ce 














DI 


5. Ingrandimento angolare — Teorema di reciprocità del Levi- Civita — 
Applicazione alle coordinate polari. Consideriamo una geodetica G passante per 
Pe un circostante pennello elementare di geodetiche spiccate tutte da P. Di 
iamo / la lunghezza. dell’ arco presa in ogni geodetica a partire da P.-1 punti 
estremi degli archi così ottenuti costituiscono Varco elementare do del circolo 


RTA RA I MARR 





TAMIL TC 


vi A 
pe 
dela 


oer5 


ALTO 

























\ì dS rico 7%: SOR : PARE 
Fi N % AA \i\ geodetico di centro O e raggio l. Fissata G, sia P' il punto di essa apparte- 
‘hl LIRA nente al circolo geodetico di raggio ?. Il rapporto To da - MR tte 


Ù 6 : | Y do E Mit 
Di i da, = — CS 
| i VR 


rappresenta Pampiezza del pennello alla distanza 4, ‘mentre nell’origine P. tal 
ampiezza angolare sarà data da 


do 





Lu î dQ su lim pcs ’ C x, 

so 1=0 È mot 

È cosicchè il rapporto * 

hi i 

A ; AL 

4 IP,P)= —- 

: misura l’ingrandimento angolare in P' d’un pennello elementare di geodetiche _ 
i; spiccate da P verso P' (‘). Nel nostro caso, ciò che del resto è vero in gene | È 
bd; rale, dimostreremo che 


IP.,PY= IP" 2), 


a P'. I momenti di essa in P, che indichiamo con (py) ; (Po) si otterranne 
dalle (24) ponendovi dp = è = 0. Avremo perciò ii TY 





gio PP’, cosicchè a norma della (20) dovrà essere 
nireze dp’ + no” RI 


(Y) Vedi Levi- Civita, Nota citata, 


x 








)( 803 


Questa relazione ci permetterà di ridurre le formole precedenti, funzioni 


della sola dg’, diventando | 3 
A pie 7 ’ pi 7 
(25) 1 dp — dot = 
poca pri — è di 


Osserviamo ora che 


AQ = lim do 2 Hoy 
0 À 


essendo do, l’arco elementare del circolo geodetico di raggio infinitesimo X. Ma 
_ alla distanza infinitesima ) da P sulla geodetica 


ro ossia ricordando le (10) 
iure 
«70m dg li us 


. Coi valori trovati pei womenti, ricordando inoltre la (25), avremo 


| 
(Po) -) , do — Ri (Po) <A. 





ira CITE E 1 
RR e eee GA e CITE dp, 
pri _ do pr ya Ar 0) 

Let: de 1° pr, 

=-<Gi--i- +7 ——-=— do, 
ni sta 3 LI do 7° re — è P, 
ipa | 
DO I secondi termini rappresentano le differenze Ag , Aw, tra le coordinate de: 






s gli estremi dell’arco do). (Per vederlo facilmente basta prendere la geodetica PI 
come un estremo del pennello). D’ altra parte a meno di infinitesimi d’ordine 
superiore 


o, = /p*Ag® + r°Aw?, 


1 essendo p° ,r° calcolati in P. Eseguendo i calcoli si trova facilmente 


COSTE, MA Di 3 
TN per Ter MIA 


ca 


D'altra parte 


e servendoci della (25) 


x 


cosicchè 


(26) 


Il teorema di reciprocità è evidente di qui ricordando 18 (16). 

Riferita la superficie alle coordinate geodetiche polari , prendendo co 
parametri la lunghezza te angolo che la geodetica forma in P con. un: 
rezione fissa, ‘abbiamo, comé è noto, 


(27) ma | ds = dl + G*do?, 


In questo caso manifestamente 


IP,P)= 


n) 


di 
1 


perchè ds = Gda e do, = \da. 
Confrontando con (26) si trova la segnente PSPROSBIOnA per So 


ar) | Glen a. 
i ved dc; 
fo 


dinito geodetiche ‘ortogonali. L’ integrale generale. della equazione di 
ton si ottiene, come è noto, eliminando a tra le due relazioni 


(28) i 6= dp, 0,0) +/(0 


=) 


terà da quanto segue, | 





I | \(305 


La seconda delle (28) rappresenta al variare di x una famiglia di liee 
sulla snperficie. Dette linee tagliano ad angolo retto la linea definita dalla 
equazione SIA 


0, 30) =0 


ottenuta eliminando a tra le due. 
Movendoci infatti su questa linea dovremo avere 


0 _ OD 
On a+ da, ,+(7 +S 0) da 


ossia, essendo zero il terzo termine e sviluppando le derivate, 





x | Dure ri 
SE 
3 Spostandoci lungo una linea della suddetta famiglia dovrà essere dalla seconda 
® della (28) 
È 9 tia 

. e da, "e 2 do 
È: . ossia 

der — 010) + do. 

} F- — at 


Si verifica facilmente che i due spostamenti soddisfano alla condizione di or- 
togonalità ; 





pio dp, + ròo do, = 0. 
ce Più in generale risulta che le linee 
6 = cost 


sono le traiettorie ortogonali della detta famiglia di linee, che è costituita tutta 
Sia] da geodetiche; 0 rappresenta Vazione hamiltoniana dal punto 9, © al corrispon- 
dente punto della linea 0 = 0. % 
Variando f(4) si ottengono così gli infiniti sistemi di coordinate geodetiche 
sa tot "ortogonali potendosi prendere f(0) in modo che la 0=0 sia una linea pre- 
| fissata. 
Nel nostro caso infatti l’azione fatina è data da 


da Sf Vide” + rr 


39 





de 


10306) 


| \è! soddisfacendo la 6 definita dalle (28) alla equazione a 


01 (09). 1 (06)? 
(te) +0 (aa) 


x 


avremo anche 


ST 


LI Sy e 
? Isa, 
Sic (È DR dp 


06 
Sostituendo i relativi valori di ca , = otteniamo 
dp’ dw 


Tali 


x 


del secondo membro è nullo, e quindi in tal caso 


10:) N aW = de. 


LE 


Le dette linee corrispondono ad azione minima e sono quindi geodetiche. 
Si deduce di qui che | a: 


(30) 


essendo c la nota costante di Clairaut. 

Per noti teoremi si può dedurre quindi che le co geodetiche. della fia 
| glia e le linee 8 — cost formano un doppio sistema ortogonale il che app 
del resto dall’ espressione del ds° che colla posizione (30) diviene 


\ 


€ È 9 i pe ed Li 
31 ds=d0 + (rà — )|——_- do —d 
(31) 8 + @ | i dll ? o) ; 


7. Ritorno agli sviluppi in serie per lazione. Dalle (31) appare. 
che l’espressione . ce 


4 


(32) | ese 3 do)= dQ. 








MAI 


dove èQ indica Varchetto perpendicolare alla geodetica passante per P(g , ©) 


È e di eostante C 3PDARSSAR dal RUnIO Q di coordinate 9 E dp, © | do. 
i Sarà anche So : 


te, ADE èQ= PQ sen B, 


indicando con f l'angolo che 1’ arco PQ fa colla geodetica anzidetta, quindi 











(LE mA 

13 ò R 

i, (32)) e dp do = —=#R801p: 

4 rr — è fit ein 

RO ‘Indichiamo ora con 2, l’angolo che Darco PQ fa col meridiano in P. Avre- 


mo per note formole di geometria differenziale 


cosa, pp seno, = po. 
a,=%+ 8 
essendo * definita dalla relazione di Clairaut / 





se 


< 






Ve- e 


LA rune 





5 = PQ sen a, 





pe ti; 20 
a ZE 354 cd0=PA cos fi, 








Fui, DE ARA o » La 
Ponendo i valori trovati nella (21) si ha GG n a a i È (0A 
Fast n a drei SLI "i iù, Di DL att) it fi S Roi pie fa 


è - - » 


Li 


caga ia #3, Ao 
CR Qo'=PP'— PQ cos p + PO cos f, +7, + 


1 (de Pa ni I seo 
IA do, Peo RT o Br 39 


Appare di si che 


PR 
r 


(4°) 


per le ai e che, come è ben noto, ne ravvicina ka: 
della retta. i 
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